TRANSFORMADA DE FOURIER

Definiciones.

Dada una funcion real (o compleja), f(x), definida para x € R, se introduce una funcion
(que depende de una variable real, k) denominada transformada de Fourier de la funcion
f(x), como

F[f(xX)]=F (k)= _T f (x)e ™™ dx

—0

Se define la transformada inversa de Fourier de una funcion F(k)

FF(K)] = f(X) :%IF(k)e”‘xdk

La ultima integral se denomina integral de Fourier.

Observaciones.

1) Evalla las funciones anteriores cuando k = 0 y x = 0. ;Qué puedes obtener de estos
resultados?

2) Ademas, somos capaces de dar cotas para F(k) y f(x). Comprueba que:
0 1 0
IF (k)| < _[J fdx y [f(x)|< E_jw|F(k)|ou<

3) Una condicidn suficiente para que exista la transformada de Fourier de una funcién es
que la funcidn sea absolutamente integrable en R, es decir que

T|f(x)|dx <0

Aunqgue se puede demostrar la existencia de la integral en condiciones mas generales.

4) Podemos interpretar la integral de Fourier como un valor principal:

b
lim j F (k)e™dk

b—w —b

¢Qué ocurre en la integral de Fourier si F(k) es impar? ;Y si es par?



Nota. ¢Haciendo la transformada inversa de la transformada de Fourier, recuperamos la

funcién original f(x) ?

Es tu turno para demostrarlo. Utiliza que X = cos x + i sen x, y usa la Gltima

observacién anterior.

f(x)=2=F[F[f]] :i TF(k)e"‘de =...

Como probablemente lo habras resuelto sin problema, comprobards que, no es

exactamente la funcion original.

Nos gustaria que asi fuera, ¢(no?. Pues nos tendremos que conformar con el:

Teorema de la integral de Fourier.

Si f(x) es una funcion absolutamente integrable -la integral en valor absoluto de la
funcion entre -0 y +oo estd acotada y es convergente- y regular a trozos en todo

intervalo finito, entonces:

%T T f (y)cos[k(x — y)]dydk =

0

f(x)+ f(x)
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Célculo de transformadas

Consideremos la funcidn f(x) que vale 0 si x < 0y e-** si x > 0. Veamos cuanto vale su
transformada de Fourier:

El célculo de la inversa es mas complicado, necesitamos recurrir a la teorema de los
residuos, que pertenece a la teoria de variable compleja. El calculo de la transformada
inversa resulta ser F*[F(k)] vale 0six <0,y % parax =0y e-*six>0. Como
puedes ver, no se recupera la funcion original, f(x) ¢por que?

Es tu turno:

1 0<xx<1
Sea la funcion f(x) =

0 enotro caso

a) Calcula su transformada.

b) ¢Cuanto vale j%dk ? Indicacion: La funcion (cos(x)-1)/x es impar.

00

-X

g 0<X<ow

Sea la funcion f(x) =
0 x<0

(a) Calcula su transformada.
dk
1+k?

(b) ¢Cuanto vale J' 2
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