AMPLIACION DE MATEMATICAS
Relacién 3 2005,/2006

1. La capacidad limite del habitat de un rebano en vida salvaje es L.

El ritmo de crecimiento % del rebano, es proporcional a las oportu-

nidades de crecimiento todavia sin utilizar, de acuerdo con la ecuacién

diferencial
dN

dt
Escribe la solucién general de la ecuacién diferencial.

= k(L — N)

Supongamos que se sueltan 100 ejemplares en una proporcion de ter-
reno que admite un maximo de 750. Tras 2 anos, el rebanio ha crecido
hasta 160 animales.

a) Hallar la funcién de poblacién en términos del tiempo ¢ (en anos)

b) Comprobar que la funcién del apartado a) es solucién de la ecuacién
diferencial dada.

¢) Dibujar la gréfica de esa funcién de poblacién.(Usa Maple)

2. Dibujar las curvas solucién de zy’ +y = 0.

3. Resolver el problema de valor inicial (P.V.L.):

(L+e")yy =e
y(0) =1

4. Hallar la solucién particular de la ecuacion y'senx = ylny que satisface
las condiciones iniciales siguientes:

a) y(%) =e.
b) y(0) = 1.



10.

11.

12.

Hallar una curva que pase por el punto (0, —2), de modo que la pendi-
ente de la tangente en cualquiera de sus puntos sea igual a la ordenada
del punto aumentada en 3 unidades.

Resolver la ecuacién diferencial 42 — 3y + ¢/ (2y — 3z) = 0.
Resolver la ecuacién diferencial zy’ = /y? + 2.

Resolver la ecuacién diferencial
, rT—y+3

VYN |

Integrar la ecuacién diferencial

, 1—2x—2y
v r+y—2

Integrar la ecuacién diferencial
(1 — 22y)dx + 2*(y — x)dy =0

sabiendo que admite factor integrante p(z).

Integrar la ecuacién diferencial
(cosz)dx + (y + seny + senz)dy =0

sabiendo que admite factor integrante u(y).

En la conservacion de alimentos, el aziicar de cana sufre un proceso de
inversién y se transforma en glucosa y fructosa. En soluciones diluidas,
el ritmo de inversién es proporcional a la concentracién y(t) del azicar
inalterada. Si la concentracién es % cuandot =0y ﬁ tras 3 horas,

hallar la concentracién del azicar inalterada después de 6 y 12 horas.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

La cuantia A de una inversién P se incrementa a un ritmo proporcional
al valor de A en el instante t.

a) Obtener la ecuacién de A como funcién de ¢.

b) Si la inversién inicial es de 1000,00 $ y el interés es del 11 por
100. Calcular el capital al cabo de 10 anos.

Se deja caer un objeto de masa m desde un helicéptero. Halar su
velocidad en funcién del tiempo, suponiendo que la resistencia debida
al aire es proporcional a la velocidad del objeto.

Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial

y" + 6y +12y = 0.

Resolver el problema de Cauchy:

y'+4y +4y=0
y(0)=0
y'(0)=1

Un dia empieza a nevar con ritmo constante. Un quitanieves cuya
velocidad es inversamente proporcional a la altura de la nieve acumu-
lada, sale a mediodia y avanza 2 kms en la primera hora y 1 km en la
segunda hora. ;A qué hora comenzé a nevar?

Segin la ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo
en el aire es proporcional a la diferencia entre la temperatura T’ del
cuerpo y la temperatura Ty del aire. Si la temperatura del aire es de
20°C' y el cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100°C' hasta 60°C,
identro de cuanto tiempo su temperatura descendera hasta 30°C?



19.

20.

Calcular la velocidad limite que alcanza un paracaidista en su caida, si
se sabe que la resistencia del paracaidas es proporcional a su velocidad.

Movimiento armdnico simple. Para cualquier niimero positivo w,
la ecuacion diferencial ordinaria del resorte no amortiguado y sin fuerza
motriz regido por la ley de Hooke

P(D)yl =y" +w’y =0
tiene la solucion general
y = Crsenwt + Cycoswt

donde C; y C5 son numeros reales arbitrarios. Esto se debe a que +iw
son las raices de P(\) = A2 + w2, Si tanto Cy como Co son distintas
de cero, entonces A = (C? + 022)% > 0 y la solucién general tiene la
forma equivalente:

Yy = A(ilsenwt + %coswt)

Definimos # como un angulo tal que cosfl = %, senf) = % Entonces
se observa que la solucién general de 3/ + w?y = 0 es

y = A(cosfsenwt + senfcoswt) = Asen(wt + 0)

donde la amplitud A es una constante positiva arbitraria y el dngulo
de fase 0 es una constante arbitraria (positiva o negativa) puesto que
C4 y Cq son arbitrarias. De manera equivalente, y = Acos(wt + ¢) con
dngulo de fase ¢ donde ¢ = 6 — 7. Por consiguiente, toda solucién
de la EDO es una sinusoide de periodo %ﬁ La EDO g’ + w?y = 0
recibe el nombre de oscilador armonico simple y las graficas solucion
representan el movimiento armonico simple.

Dotemos de una fuerza motriz al oscilador armonico con el término de
impulsion sinusoidal 3senkt, donde k # w.

y" + w?y = 3senkt

Encontrar una féormula para las soluciones de la EDO y usando el
Maple dibujar el movimiento arménico simple.



21. La ecuacién
mL@ = —mgsen(0)
dt?
describe el movimiento del péndulo de la figura si se desprecia la fuerza
de rozamiento y soélo se considera la fuerza ejercida por la masa, m, y

la gravedad, g.

Para cualquier @ esta ecuacion diferencial no es lineal, pero si 6 ~ 0,
es decir, para oscilaciones pequenas, podemos aproximar sin(f) por
theta, y asi, resulta una ecuacién diferencial lineal de segundo orden.
Considera este caso de oscilaciones pequefias para probar que en esta
circunstancia (no real puesto que se desprecia la fuerza de rozamien-
to), el movimiento que describe el péndulo es un movimiento arménico
simple, y exprésalo de la forma 0(t) = Rcos(kt + ) para ciertas con-
stantes R,k v .

Comprueba que si partimos del reposo, es decir, 6/(0) = 0 con un
dngulo de %, es decir, 0(0) = %, la ecuacién del movimiento es

mg




