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Jesus Padilla Galvez

Introduccion

El protocolo que publicamos, con su correspondiente traduccion al
castellano, se encuentra en el Wiener Kreis Archiv de Haarlem en Holanda.
El afio ha sido escrito manualmente en el manuscrito. Fue pasado a limpio
por Rose Rand.' Hasta la fecha se han publicado dos versiones en aleman y
una traduccion al inglés que seguidamente comentamos. La publicacion
méas antigua se debe a la monografia de Friedrich Stadler [1997] que ha
sido resefiada recientemente en Mathesis [véase: Padilla 2006]. Dicha
publicacion adolece de ser poco critica, corrige los errores y las faltas de
ortografia que aparecen en el texto sin indicarlo adecuadamente y
confunden algun simbelo formal por lo que su uso no es recomendable. Asi
por caso, si en el texto original aparece “‘w-widerspruchsfrei” nos
encontramos en la edicidon alemana incomprensiblemente “‘o-widerspru-
chsfrei” [Stadler 1997, 279]. Alguien que tenga unas nociones rudimentarias
de logica habria percibido el error que se reitera en la traduccion al inglés del
texto [Stadler, 2001]. Aqui se une un deficiente conocimiento de los términos
metalogicos. Asi pues, “Widerspruchsfreiheit’ se traduce a lo largo del
texto mediante la expresion ‘noncontradictory’ si bien en inglés se ha de

1. El Archivo de Rose Rand se localiza en la Universidad de Pittsburgh y en el se encuen-
tra en la carpeta RR 11-9 una copia de los: Wiener Kreis: Vortrdge und Diskussion und
Thesen, 1931-1932 y algunos trabajos sin un dato exacto (“9 items”). En el expediente
hallamos la siguiente indicacién: “[...] notas en alemén y taquigrafia alemana de una
conferencia no identificada de Kurt Gédel; notas sobre hecho, lenguaje, sintaxis y veri-
ficacion™,
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usar el término ‘consistency’ (es decir: ‘consistencia’). El término aleméan
“Vermutung’, es decir, conjetura se traduce por ‘speculation’ cuando en
inglés se denomina ‘conjeture’. A toda vez que en el texto aleman se habla
de ‘“inhaltlich’, es decir de un argumento informal, se traduce al inglés por
‘substantive’ si bien en cualquier libro de metamatematica encontramos la
translacion de ‘informal’ [Cf, Kleene 1971, 62-64]. Existen otros
problemas que tienen que ver con la opcion libre por la que han optado los
traductores que hace que el texto se saque de su contexto metamatematico.

Posteriormente, se ha publicado una version algo mejorada que la
anterior donde los errores cometidos en la translacion al alemén han sido
subsanados, pero sigue siendo poco critica [véase Rand 2002, 133-134].
Lo extrafio de esta edicion no es el texto que publicamos criticamente y
que traducimos seguidamente sino el que los autores hayan localizado el
texto al que supuestamente se asienta dicho protocolo y que publican unas
paginas antes. Pues bien, los editores dan por sentado que han descubierto
el supuesto texto que presentd K. Gidel en la conferencia del 15 de enero
de 1931 y que titulan ‘Sobre consistencia y dicibilidad en sistemas
axiomaticos’ [Véase: Kéhler et alfii 2002, 129-131]. Sin embargo, al pie
de pagina hacen referencia al origen de dicho texto que nos remite a las
obras completas de Godel en donde aparentemente han encontrado esta
obra hasta la fecha desconocida. Ahora bien, si nos tomamos la molestia de
buscar dicho texto en las obras completas encontramos un titulo muy
diferente al arriba expuesto, a saber: ‘Uber unentscheidbare Siitze® que
traducido al inglés aparece con el titulo de ‘On undecidable sentences’
[véase: Godel 1995, 30-35]. Alguien incrédulo puede preguntar jcdmo se
ha podido transformar el titulo ‘Uber unentscheidbare Séitze’ (*On undeci-
dable sentences) en ‘Uber Widerspruchsfreiheit und Entscheidbarkeit in
Axiomensystemen’? Ciertamente en el trabajo publicado por Kéhler no
encontramos respuesta para dicha duplicacion de textos. Ni en el texto de
la introduccion escrito por Kleene [1995, 30-31] ni los propios autores
vieneses nos indican la razén para duplicar un trabajo y alterar el titulo
[Kohler ef aflii, 2002, 129, en la nota no aparece explicacion algunal.
Todo esto quedaria como una broma bien intencionada si no fuera porque
recientemente se ha difundido una resefia del libro vienés en la que se da
por sentado que “el manuscrito de Gadel “Uber Widerspruchsfreiheit und
Entscheidbarkeit in Axiomensystemen” [sobre consistencia y decibilidad
en sistemas axiomaticos] esta impreso [p. 129-131], presumiblemente el
texto de una platica que dio ante ¢l circulo de Schlick el 15 de enero de 19317
[Peckhaus 2003, 11-12]. A partir de este instante habra que preguntarse si los
autores han actuado con argucia alevosa intentando duplicar la obra de
Gadel o si hay razones imperiosas para pensar que el titulo que aparece en
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las obras completas sea incorrecto y se deba alterar. Al mismo tiempo, ha
de indicarse que algo importante falla en el trabajo cientifico ya que la
resefia critica escrita por Peckhaus no ha sido capaz de indicar que se
duplica y altera la obra de Gédel sin argumento alguno.

Ciertamente, lo primero que salta a la vista es que la obra de Gadel
‘Uber unentscheidbare Siitze’ (*On undecidable sentences’) (lo que Kéhles
et allii han denominado arbitrariamente *Uber Widerspruchsfreiheit und
Entscheidbarkeit in Axiomensystemen’) y el protocolo tienen pocas cosas
en comun. El supuesto articulo de 1931 se titula ‘Uber unentscheidbare
Sdtze’ (‘On undecidable sentences’) y tiene una estrecha relacién con el
articulo mas amplio publicado por dichas fechas con el titulo *Uber formal
unenischeidbare Siitze der Principia mathematica und verwandter
Systeme I' [Godel 1986, 144-195]. Se ve perfectamente que nos
encontramos ante un articulo sindptico que recoge los planteamientos mas
importantes del trabajo editado. Es mas, se podria afirmar que es un
simple compendio del trabajo mas amplio. Sin embargo, los temas
discutidos en el protocolo nos inducen a pensar que se trataron argumentos
muy diferentes y que no aparecen en el texto que lleva el titulo ‘Uber
unentscheidbare Sétze’ (‘On undecidable sentences’).

El lector encontraré la edicion critica alemana y su traduccion al castellano
de este protocolo que aclara algunos planteamientos particulares en donde se
encontraba la discusion metalogica en el Circulo de Viena, Se aprecia una
postura critica al respecto y ciertas lagunas de conocimiento concreto de los
textos fundamentales. Al mismo tiempo, Godel presenta algunas pistas de
c6mo ha llegado a sus resultados y cual ha sido el ‘recurso decisivo de su
procedimiento’. El texto es un ejemplo mas de ese ambiente vienés de trabajo
en grupo que sigue siendo sorprendente para muchas instituciones académicas
que adolecen del trabajo instituciona-lizado en grupo.

A la izquierda se encuentra la pagina del protocolo en negrita del
siguiente modo “17”. El final de la pagina se indica mediante las dos barras
diagonales *“//”. Cuando se corrija una palabra, ésta ira en corchetes “[...]".
El simbolo [/] hace referencia a un nuevo renglén que no se respeta con el
fin de dar consistencia a la frase. Si se introduce en la traduccién alguna
parte para mejor comprension se usaran los corchetes siguientes “<...>”,
Se mantendran subrayados los nombres de los autores como aparece en el
protocolo original. Las palabras tachadas en el texto aparecen también
tachadas en esta edicicon como por ejemplo “4930”. Se han introducido
algunas consonantes que faltan en ¢l texto y se han corregido los errores
pertinentes indicandolo escuetamente en la nota al pie de pagina. Las notas
al pfe de pégina han sido introducidas por el editor para hacer més sencilla
la lectura.
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Archivos
WKA  Wiener Kreis Archiv. Haarlem (Holanda)
RR Archivo de Rose Rand. Universidad de Pittsburgh (EE.UU.)

Ediciones

Friedrich Stadler, Studien zum Wiener Kreis. Ursprung, Entwicklung
und Wirkung des Logischen Empirismus im Kontext, Suhrkamp,
Frankfurt a. M., 1997, pp. 278-280.

Friedrich Stadler, The Vienna Circle. Studies in the Origins,
Development, and Influence of Logical Empiricism. Springer, Wien,
New York, 2001, pp. 244-246.

Rose Rand, Wechselrede zum Referat Herrn Godfels. Uber
Widerspruchsfreiheit und Entscheidbarkeit in Axiomensystemen. En:
Kurt Gddel. Wahrheit und Beweisbarkeit. Vol 1. Dokumente und
historische Analysen (Ed. E. Koéhler, P. Weibel, M. Stdlzner, B.
Buldt, C. Klein, W. DePauli-Schimanovich-Gottig). Obv & Hpt,
Wien, 2002, pp. 133-134.
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Sobre consistencia y completitud
en el sistema axiomatico.

Kurt Gédel

Protokelo del 15 de enero de 1931
Sobre Consistencias y decision en el sistema axiomitico
Discusion sobre la (ponencia del Sr. Gidel)

Protocolo’ del 15 de enero de 4930 1931° (jCarnap <se
encuentra> del 13 al 20 de enero de 1931 en Zurich!)’

Sobre consistencia y decision en el sistema axiomatico.
Discusion sobre (la ponencia del Sr. Godel.)

Kaufiann pregunta, como se encuentra el debate sobre la
decision de las proposiciones de un sistema parcial,
Godel contesta que, en tanto se pueda demostrar, dicha prueba ha
de requerir medios que no pueden formularse en el marco del
sistema parcial. Esto estd también de acuerdo con su
procedimiento demostrativo.

A partir de una cuestion <suscitada por> Hahn, llama [/]
Gédel de nuevo a la memoria el pensamiento gestor de su prueba
para la demostracion de la imposibilidad de la consistencia. Se
adjunta’ la consistencia de un sistema al sistema mismo —y dicha
adjuncién® se puede llevar a cabo formalmente— entonces se

.

. El protocolo se encuentra en el Wiener Kreis Archiv en Haarlem (Holanda) en la carpeta

con la signatura WK.3. El afio ha fue insertado manualmente en el manuserito. En el bajo
se puede leer una indicacion en la que aparece el siguiente texto: ,von Rose Rand
angefertigt. Véase: WK4, WK 3, pp. 1-3 asi como RR, Nachlal liegt bei James Alt. 3
Cedar Ct, Roosevelt NJ 08555",

. Ambos afios “1930" y “1931™ fueron escritos a mano, En el mismo renglon se encuen-

tra tachado 1930. Por encima aparece el afio 1931, Por tanto pensamos que la confe-
rencia fue impartida en enero de 1931

. Esté escrito a mano.
. *Adjungiert” significa en aleman ‘fiigt man hinzu'.
. Hstamos ante una definicion sintictica. La ‘adjuncion’ es una regla que se usa para

construir determinados tipos de términos y enunciados.
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puede decidir en dicho sistema ampliado una proposicion
primitiva indecidible, consecuentemente, no se puede mostrar la
consistencia de un sistema en el propio sistema,

A la consulta <motivada por> Schlick, Godel formula la
conjetura del Sr. v. Neumann:” Si existe una prueba de consistencia
finita, entonces se puede formalizar también. Por tanto envuelve la
demostracién godeliana la prueba de la imposibilidad de la
consistencia en general.

Hahn pregunta por la aplicacion al sistema axiomético de Heyting.”
Godel <contesta:> el sistema de Heyting es mas restringido que el de
Russell [véase Whitehead y Russell 1910-1913]* Si es w-consistente’
entonces se pueden detallar en el sentencias indecidibles.

Hahn indica que uno de los planteamientos rectores de la prueba
<es decir el que> “no existe absolutamente una totalidad con
sentido' de lo construible” juega un papel decisivo desde que se
desarrollé el procedimiento diagonal de Cantor [véase Cantor
1932] en la teoria de conjuntos. //

2 Godel apunta que la aplicacion precisamente de dicho planteamiento
parece cuestionar también si la totalidad'' de todas las pruebas
intuicionistas correctas encuentran un lugar en un sistema formal. Esta
es la posicion débil en la argumentacion de von Neumann.

Kaufmann pregunta cémo se encuentra la consistencia de las sentencias
que no tienen un par conceptual en comiin o por caso los axiomas de
Peano [véase Peano 1889]: hay un primero y hay un tltimo niimero.
Godel replica que en la prueba de consistencia no atiende a los
conceptos como tales. [/] No se trata en general de consistencia
en ¢l sentido del planteamiento informal [véase: Frege 1903].

6. Véase: 1. v. Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie. Mathematische Zeitschrift, 26, pp. 1-46.

7. Comparese: A. Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik, Sitzungsbe-
richte der Preussischen Akademie der Wissenschafien, Physikalisch-Mathematische
Klasse, 11, S. 42-56; 57-71; 158-169,

8. Véase: A. N. Whitehead / B. Russell, Principia Mathematica. 3 vol. Cambridge,
Cambridge Univ, Press, 1910-1913.

9. En el protocolo no se puede leer ficilmente por lo que en la versidn propuesta por
Stadler encontramos algo tan absurdo como “o-widerspruchsfrei” [Stadler 1997, 279]
que no tiene sentido. Ya que la discusion esta enlazada a la propuesta formulada por
Gidel en sus trabajos del afio 1930 somos de la opinidn que se debe leer como “Sys-
teme e-widerspruchsfrei”, es decir como sistemas w-consistente que es lo que propone-
mos en el texto [véase: Godel 1930b, 213; 1986, 142].

10. En el texto aparece una falta de ortografia v encontramos: ,,Gesammtheit®.

11. En el texto aparece: “Gesammtheit”™.
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A la objecién <formulada por> Kaufmanns de que la consistencia
informal no se pueda excluir, puntualiza Gédel: [/] que no se trata
de un tal “‘examen” de pruebas en el sentido de una teoria formal.
Neumann consulta si existen sistemas tan sencillos que se puedan
mostrar de modo transparente la forma especifica de las
sentencias indecidibles.
Gidel responde que depende del sistema en el que se represente.
Recuerda el recurso decisivo de su procedimiento, La representacién
isomorfa de las figuras deductivas en las que se derivan £ de las
sucesiones numéricas de f; que ante todo permite la formulacion
interna de la prueba. Especifica entonces, por ejemplo, una figura
deductiva S(5), la “longitud” de la hilera pertinente /(;),'> entonces
la demostracion de f; se formula como sigue:

Dem. fi = (3£) {S (H) & AL B =11}
De este modo, se puede dar por satisfecho el simbolo S o
descomponerlo alin mas. //
Hahn llama la atencion sobre el libro de Lusin [1930] “Sobre los
conjuntos analiticos” [.] Lusin distingue en las pruebas de la
existencia para los conjuntos de Borel” escrupulosamente las
clases superiores si el procedimiento diagonal se suprime o no.
Inmediatamente después pregunta Hahn: [/] si se puede excluir del
procedimiento gédeliano de demostracion el procedimiento diagonal.
Godel constata que la férmula indecidible que ha sido por él
propuesta se puede construir realmente. Su contenido es finito
como la conjetura de Goldbach' o el <teorema> de Fermat.'®
Sobre una observacién de Kaufmann opina finalmente Godel: [/]
que ¢l intuicionismo postulado por Brouwer [1925] no se altera
por su trabajo debido a que precisamente no quiere estar
contenido en ningun sistema formal.

12. K. Gédel denomina S(f;) una figura deductiva, /() la longitud de la hilera pertinente y

1%

denota la demostracion de fi mediante una formula sencilla, a saber: Bew. £i11(£) {S (£)
&ALHEN =}

Un conjunto boreliano se denomina a un elemento del dlgebra de Borel. El algebra de
Borel se llama a la o-dlgebra X generada por todos los subconjuntos compactos de un
grupo topolégico localmente compacto.

- El texto hace referencia a la conjetura de Goldbach en la que se afirma que cualquier

niimero par mas grande que dos es el resultado de la suma de dos niimeros primos. (La
conjetura es denominada a Christian Goldbach, 1690-1764).

- El teorema de Fermata afirma que si # es un nimero entero mayor que 2, entonces no

existen niimeros enteros x, v y z (excepto las soluciones triviales, comox=00y=00
z=10) tales que cumplan la igualdad:

¥+ }'" =50
El teorema de Fermat pertenece a aquellos enunciados en el que se determina un
procedimiento de ivalidez pero no un concepto de demostracion,

11 2, (2007)
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Protokoll am 15, I. 1931
Uber Widerspruchsfreiheit und Entscheidbarkeit in
Axiomensystem.
Wechselrede z. (Referat Herrn Godels.)

Protokoll'® am 15. 1. 4930 1931'7 (Carnap 13.-20. L. 1931 in
Ziirich!)'®

Uber Widerspruchsfreiheit und Entscheidbarkeit in
Axiomensystem.

Wechselrede z. (Referat Herrn Godels.)

Kaufmann fragt, wie es mit der Entscheidbarkeit der Sétze eines
Teilsystems steht.

Gadel erwidert, dafl soweit sie sich beweisen 1481, dieser Beweis
Mittel in Anspruch nehmen muf, die sich innerhalb des
Teilsystemes selbst nicht formalisieren lassen. Das sei auch in
Ubereinstimmung mit einen Beweisfithrungen.

Auf eine Frage von Hahn ruft

Godel noch einmal den Leitgedanken seines Beweises flir die
Unméglichkeit des Widerspruchsfreiheitbeweises in Erinnerung.
Adjungiert” man die Widerspruchsfreiheit eines Systems dem
System selbst - und diese Adjunktion® 1Bt sich formal
durchfithren - dann wird in diesem erweiterten System ein im
Urspriinglichen unentscheidbarer Satz entscheidbar, folglich kann
die Widerspruchsfreiheit eines Systems im System selbst nicht
gezeigt werden.

Auf eine Frage Schlicks formuliert Godel die Vermutung Herrn v.
Neumanns’': Wenn es einen finiten Widerspruchsbeweis
tiberhaupt gibt, dann 1Bt er sich auch formalisieren. Also
in[v]olviert der Godelsche Beweis die Unmdglichkeit eines
Widerspruchsbeweises tiberhaupt.

17.

18.
19
20.

2

. Das Protokoll befindet sich im Wiener Kreis Archiv Haarlem (Holland) unter WK.3. Das

Jahr ist im Manuskript handgeschrieben. Unten kann man einen Verweis finden in dem
steht: “von Rose Rand angefertigt. NachlaB liegt bei James Alt. 3 Cedar Ct. Roosevelt NJ
0B555",

Beide Jahre “1930” und “1931" werden mit der Hand geschrieben. Auf derselbe
Ebene steht 1930 und durchgestriechen. Oberhalb fithrt man das Jahr 1931,

Mit der Hand hinzugefilgt.

. “Adjungiert” steht fiir “fiigt man hinzu™.

Hier stehen wir vor einer syntaktischen Definition. Die Adjunktion ist eine Regel zum
Aufbau bestimmter Arten von Termini und Aussagen.

. Siehe: J. v. Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie. Mathematische Zeitschrifi, 26, S.

1-46,
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Hahn fragt nach der Anwendung auf das Axiomensystem von
Hf:yting.22

Godel [antwortet:] Das System Heyting ist enger als das von
Russell [Whitechead y Russell 1910-1913]. Ist es -
widerspruchsfrei”’ dann lassen sich in ihm unentscheidbare Sitze
angeben.

Hahn verweist darauf, daf einer den Grundgedanken des
Beweises "Es gibt keine sinnvolle Gesamtheit™ des Konstruier-
baren schlechthin" seitdem Cantorschen Diagonalver-fahren™ in
der Mengenlehre eine entscheidende Rolle spielt. //

2 Godel bemerkt, daB die Anwendung eben dieses Gedankens auch
fraglich erscheinen liBt, ob die Gesamtheit?® aller intuitionistisch
einwandfreie Beweise in einem formalen System Platz findet.
Das sei die schwache Stelle in der Neumannschen Argumen-
tation.

Kaufmann fragt wie es etwa um die Widersprusfreiheit von
Sitzen steht, die kein Begriffspaar gemeinsam haben oder etwa
um die Peano-Axiomen:>’ Es gibt eine erste, es gibt eine letzte
Zahl.

Godel entgegnet, daB es bei einem Widerspruchsfreiheitbeweis
auf die Begriffe als solche nicht ankomme.

Es handelt sich hier iiberhaupt nicht um Widerspruchsfreiheit im
Sinne inhaltlichen Denkens.™

Auf den Einwurf Kaufmanns, daB inhaltliche Widerspruchs-
freiheitbeweise nicht ausgeschlossen seien, stellt Gidel klar:

daB es sich bei einem solchen "Einsichten" tiberhaupt nicht um
Beweise im Sinne einer formalistischen Theorie Handelt.

22. Hierzu; A. Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik, Sitzungsberichte
der Preussischen Akademie der Wissenschaften. Physikalisch-Mathematische Klasse, 11,
S. 42-56; 8. 57-71 und S. 158-169.

23. Im Protokoll kann es sehr schwer gelesen werden. F. Stadler entscheidet sich fiir “o-
widerspruchsfrei” (Stadler 1997, 279), aber dies ergibt keinen Sinn. Da die Diskus-
sion an Godel 1930 ankniipft und dort von “Systeme @-widerspruchsfrei” handelt, so
muss dies so pelesen werden, (Godel 1930b, 213; 1986, 142).

24, Im Text steht “Gesammtheit”.

25. Siche: Georg Cantor, Beitrfige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. In:
Gesammelte Abhandlungen mathematischen wund philosophischen Inhalts. (Hrg. Emst
Zermelo). Berlin, Julius Springer, 1932, S, 282-356.

26. Im Text steht; “Gesammtheit™.

27. Siche: ). Peano, Arithmetices principia, nova methodo exposita. Turin, Edit. Fratres
Bocca, 1889,

28. Siche hierzu: G. Frege, Die Grundgesetze der Arithmetik. Bd. 2. Jena, 1903.
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Neumann fragt an, ob es so einfache Systeme gibt, daf} sich die
konkrete Form des unentscheidbaren Satzes in durchsichtiger
Weise angeben lisst.
Gaodel erwidert, dafl es dabei auf das System ankommt in dem
man ihn darstellt. Er erinnert an den entscheidenden Kunstgriff
seines Verfahrens. Die isomorphe Abbildung der SchluBfiguren
auf Folgen f, von Zahlenfolgen fi[,] der es iiberhaupt erst
ermdglicht, die Beweisbarkeit intern zu formulieren. Bezeichnet
dann zB. S(f) eine SchluBfigur, /#) die "Linge" der
zugehdrigen i(ette,29 dann schreibt sich die Beweisbarkeit von f;
Bew. i =3 {S(R) & L1 (H] =1}
Damit kann man sich nun begniigen oder das Symbol S weiter
auflosen. //
Hahn macht auf das Buch Lusin aufmerksam "Sur les ensembles
analytiques"°[.] Lusin unterscheidet bei den Existenzbeweisen
fiir die Borelschen Mengen®' hoherer Klassen sorgfiltig, ob das
Diagonalverfahren eingeht oder nicht.
AnschlieBend fragt Hahn:
ob sich auch aus der Godelschen Beweisfilhrung das
Diagonalverfahren ausschliefen lasse. Godel stellt dem
gegeniiber fest, daB die von ihm angegebene unentscheidbare

29. K. Godel bezeichnet dann S(£) eine SchluBfigur I(£) die Linge der zugehorigen Kette,

und schreibt die Beweisbarkeit von f; mittels einer einfachen Formel:

Bew. /i =(3H) ISR &AL T(HN=A}.

30. Siehe: N. N. Lusin, Lecons sur les ensembles analytiques et leurs applications. Gauthier-

&l

Villars, Paris, 1930.

Die Borelsche Algebra ist ein Begriff aus der Mathematik, der einen Ubergang
zwischen den Zweigen Topologie und MaRtheorie bildet. Jeder Topologie lisst sich
n eindeutiger Weise eine Boresche-Algebra zuordnen, die man die zugehérige borel-
sche o-Algebra nennt. Fiir einen gegebenen topologischen Raum Q ist die borelsche
o-Algebra definiert als die kleinste o-Algebra, dic die offenen Mengen von € enthiilt.,
Die Elemente dieser o-Algebra heillen Borelmengen. Eine o-Algebra auf einer
Grundmenge Q ist eine Menge von Teilmengen, die die Grundmenge enthilt und die
beziiglich Komplementbildung und abzihlbarer Vereinigung abgeschlossen ist. Eine
Grundmenge zusammen mit einer auf ihr erkldrten o-Algebra heifit auch Messraum.
Dass genau eine solche kleinste o-Algebra existiert, wird im Absatz iiber den o-
Operator gezeigt. Eine borelsche o-Algebra erméglicht es somit, einen topologischen
Raum in kanonischer Weise mit der zuséitzlichen Struktur eines Messraums
auszustatten. Im Hinblick auf diese Struktur heifit der Raum dann auch Borel-Raum.
Es se1 G die Menge aller links-halboffenen Intervalle in R also Intervalle der Form (a, b)
mit a, b € B und a < b. Dann heift die von G erzeugte o-Algebra B die Borel-o —
Algebra und die Elemente von B heifien Borelmengen. Die Borelmengen sind der Er-
eignisraum, falls der Merkmalraum ® ist.
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Formel wirklich konstruierbar ist. Thr Inhalt ist finit wie der des
Goldbachschen™ oder Fermatschen Satzes.”

Auf eine Bemerkung Kaufmanns meint Godel schliesslich:

dass der Intuitionismus nach der Auffassung Brouwers™ durch
seine Arbeit darum nicht beriithrt werde, weil er eben im keinem
formalen System enthalten sein will.
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