Viga sobre Base Elastica

PRINCIPIO DEL VALOR ESTACIONARIO DE LA ENERGIA POTENCIAL TOTAL

La energifa potencial total (IT) de un sistema elastico viene compuesto por dos partes:

. Energia potencial de los esfuerzos internos (energia de deformacion (U)) y;

. Energia potencial de las fuerzas externas (Q), donde se cumple que:

(u) = U(u) - Qu) 4.1)

Si la ecuaciéon (4.1) representa la condicion de energfa potencial total estacionaria del
sistema, se puede demostrar que el valor de u es un extremo de Il(u). Este es el principio

del valor estacionario de la energia potencial total. 1.uego, buscamos los valores extremos (minimos
y maximos) de la funcién, es decir, cuando:

dll(u) _
du

0 (4.2)

IT(u) A

— dl(u) _

% du 0

min

u

Figura 4.1: Minimo de una funcion.



VIGA SOBRE BASE ELASTICA

NOTA: Si estamos en el régimen eldstico lineal, 1a energia de deformacién U siempre sera

TI(u)

positiva y como consecuencia ———>0 se cumple. En este caso, la funcion energia
du

potencial total sera concava y el valor estacionario corresponde a un minimo. En ésta
situacion principio del valor estacionario de la energia potencial total se conoce como
principio de la energia potencial minima.

ENERGIA DE DEFORMACION - U

La energia de deformacién para un sistema elastico viene dada por:
U(u) = j o e,dV (4.3)
o se utilizamos la notacién ingenieril por:
U= %l(cxex +O, 8, +0E. +T Y, +T .Y, + TV )dV (4.4)

Para nuestro ejemplo en particular la energfa de deformacién puede ser expresada a través
del esfuerzo:

= % j (4.5)
0
Para la demostracion de la expresién anterior ver [Elementos 1D. |
ENERGIA POTENCIAL REALIZADA POR LAS CARGAS EXTERNAS - Q
En general la energfa potencial de las fuerzas externas viene representado por:
Q=Pu (4.0)

donde P puede representar un sistema de fuerzas y/o momentos, y u puede representar
un sistema de desplazamientos y/o rotaciones.

Para los siguientes tipos de cargas tenemos que:

e Carga Concentrada: Q=Pw,, donde P - Carga concentrada y w, - desplazamiento

segun direccion de P.

7 deflexion de la linea neutra

Figura 4.2



http://www.uclm.es/profesorado/evieira/asignatura/meccomp/book/estructuras/ele_uni/ele_uni.pdf
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L
e (arga uniformemente distribuida: QzJ.q(x)w(x)dx, donde ¢(x) - Carga distribuida,
0

w, - desplazamiento segtn direccién de g(x).

w(x) -
b
q(x)

Figura 4.3: Carga uniformemente distribuida.

En el caso que g(x) sea constante dentro del dominio, es decir no es una funcién de x, el

L
potencial queda Q= qI v(x)dx
0

dw
e Momento concentrado: Q=M ;’ (—

=MW
deA r

M

y

—_—— K\
-~
~)

- :
\X/\él"/t -7 x

Figura 4.4: Momento concentrado en el punto 4.

ELEMENTO FINITO VIGA

Vamos considerar que a cada nodo esté asociado a dos “desplazamientos”: desplazamiento

vertical (w) y una rotacién (6, =———=-w").
x
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Para la demostraciéon vamos considerar los siguientes grados de libertad en el elemento de

viga:

y
V4 Wl
0,

_ _ ) fu@}=

eyl =—w eyZ =—w, Wy
W W, §y2
Em—
® @ -
a) Desplazamientos
y
z
le
\ Myl A My2 {f(e) }: Myl
le F22 Fzz
My2
@

b) Esfuerzos
Figura 4.5: elemento finito tipo viga.

Vamos adoptar como funcién aproximada para la deflexiéon de la viga un polinomio de
tercer grado:

w=ax> +bx* +cex+d (4.7)
La primera derivada viene dada por:

D —3ax® +2bx+e (4.8)

dx

Luego, para los extremos de la viga quedamos con:

x=0(w=w) = w=d

4.9
x:O (W,=W1’) - d—wzwllzc ( )
dx
x=L (w=w,) = w,=al’ +bL* +cL+d
(4.10)

x=L W=w)) = w,=3al’+2bL+c
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Resultando en el sistema de ecuaciones:

W, 0 0 0 Ifa a 2L IF -2L P |w
Wy 0 0 1 Ofb| e |P| 1[-31> —20° 31> —-L°|w
= 5 et ) 7 = — \ 4.11)
w,| | L2 L2 L 1|¢ cl L'l 0 L 0 0 |w
wy| |30 2L 1 0 Lt 0 0 0 | w

Con eso concluimos que:

=l = w,)+ = + ) #12)

b= (i, = w, )= (] +27) @13
L L

c=w (4.14)

d=w, (4.15)

Sustituyendo los valores de a, b, ¢ y d en la expresion de la deflexion de la viga (4.7),
obtenemos que:

w:wllz(iJ —3(£j H}-W{_Z(iJ +3(£j }w{%—ﬁﬂ}wg[é-ﬁ}
L L L L L L L L
(4.16)

Recordar que hemos adoptado como grados de libertad en los nodos la rotacién 6y ynola

primera derivada de la deflexiéon w'. Pero, ellas estan relacionadas entre si a través de la
expresion 0, =-w'. Con eso, la expresion de la deflexion queda:

x3 x2 x3 xz—x3 2x? — X x?
W:WIHZJ ) “}*Wz[*(z) ) }GL— AR

(4.17)
La primera derivada viene dada por:
L L L L L L L L
(4.18)
La segunda derivada queda:
o[ B o2 L8| -2 s [0 2]
L L L L L L L L
(4.19)
Sera de utilidad obtener los siguientes valores
L 2 2
!mmw=§m+§%—%@ﬂ+%az (4.20)
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6
L 3 2 2
2 13L w2 13 , L -, 9L 117 = 137 —
wdx = w4+ —=—0% +—0 ww, ———w, 0, +—w,0 , +---
! 35 T35 M g5 105y2 35 02 g5 UM op0 2
132> - 112 - = =
T 10 20 T gs 20 7 O
(4.21)
oo , 6 2, 2L 5o 2L 12 — —
J.w dx = iwl +§w 9 15 Gyz 5Lwlwz Swley1 w0, +-
_ _ [ — —
+ w26y1+ w26y2 E 195,
(4.22)
L
” 12 12 4 4 — 24 12 = 12 =
J.w d =—3w12+7w22+ 6j1+26j2 Twiw, —— w0, w0, +
0
12 = 12 = 4 —
+—2W26y1 +—2W26y2 +Z6y16y2
(4.23)
L 3 2 3 3
3L 7L L = L -
Ix w(x)dx=2—0wl +2—0W2 —%Gﬂ +2—06y2 (424-)

0

EJEMPLOS
Ejemplo 1

Consideremos un elemento de viga, con la rigidez a flexion EI, constante, sometido a una

carga uniformemente distribuida de intensidad ¢ .

A A

A AV\/T T Y

Figura 4.6: Viga sometida a una carga uniforme.

La energia potencial total del sistema viene dada por:
L EI L

M=U-Q=[—>wdx- [ qux)dr (4.25)
0 2 0

Si estamos considerando que ¢ es independiente de x, la energia potencial de las fuerzas

externas resulta:
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Q= j gw(x)dx =g j w(x)dx (4.26)
0 0

Sustituyendo la ecuacion (4.20) en la ecuacién anterior obtenemos la expresion de Q en
funcion de los pardmetros nodales wy, w,, 0,y 0 ,, ze:

L 2 2

L L L~ L=

quJ.w()c)d)c:q(Ewl +EW2 —1—9y1 +1—9y2j (4.27)
0

Considerando que EI, es constante dentro del elemento, la energfa potencial de las fuerzas

internas viene dada por:
EI, ¢
U=—=|w"dx 4.28
| (4.28)

Utilizando la expresion obtenida en (4.23) la ecuacion anterior resulta:

El, ¢ El, (12 12 4, 4, 24 2 - 12 =
_ "y 72 4y 2 2 2 2
U_T.([W dx— (?WI +—3W2 +Zey1 +—9y2 —FWIWZ —leeyl —?Wleyz + .-
12 = 12 = 4— —
”+?W29y1 +?W29y2 +Zey19y2j
(4.29)
Luego, la energfa potencial (4.25) total queda:
El, (12 12 4, 4—-, 24 2 - 12 -
I1= 2y (?le +L—3W§ +ZG§1 +Ze;2 —?WIWZ —?Wleyl - 2 Wleyz +
12 - 12 = 4= = L L I~ L=
--+?W26y1 +L—2W26y2 +26y16y2J—q(5w1 +EW2 —Eeyl +Eﬁy2}
(4.30)
Segun el principio del valor estacionario de la energfa potencial total hay que cumplir que:
oIl El, (24 24 12— 12= L
M:O = > L—3W1 _L_3W2 —L—26y1 —7 2 —qEZO (431)

— W, +—0,,+q—=0 (4.32)

EI — — 2
oIl 0 = y |8 5 12 4 12 4 X L
L’ L’ 12

oIl El, (24 24 12— 12— L

w, St temay e (433)
oIl El, (8- 12 12 4 — L

aé :O = > Z y2_?wl+?W2 +Zeyl —QEZO (434)
y2

Reestructurando las expresiones anteriores en forma de matriz, obtenemos que:
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12E1, -6EI,  —12EI,  —6EI,
I 12 I I?
~6EI,  4EI, 6EI 261, (| M
12 L 12 L 0,1
-12EI, 6EI, 12EI, 6EL, ||™:
5 I’ 5 X |6,
~6EI, 2EI, 6EI, AEI,
A L I L |
o aun de forma mas compacta:
[Ke“)] {u<e)}: { f<e>}
con:
12EI, -6EI,  —12EI,  —6EI,
r I’ L I
~6EI, AEI, 6EI 2EI,
[ke] =| L L r L
~12EI, 6EI, 12E1, 6EI
r I? I 12
~6EI, 2EI, 6EI, 4EI,
L I? L 12 L |

(4.35)

(4.36)

(4.37)

donde [Ke(l)] es la matriz de rigidez del elemento finito propuesto. Es interesante destacar

que la matriz [Ke(l)] no tiene inversa (det[Ke(l)] =0), ya que estamos tratando con una
estructura hipoestatica, en este caso la estructura tiene infinitas soluciones ya que no hemos
restringido ninguno de sus movimientos. Para que (4.36) tenga solucién unica tenemos que
aplicar las condiciones de contorno. Podemos llegar al mismo resultado (4.35) por medio
del teorema de los trabajos virtuales, ver Chaves & Minguez(2010) pg. 296.

Considerando el mismo ejemplo, ver Figura 4.6 y con las siguientes condiciones de

contorno tal y como se muestran en la Figura 4.7.

»
>

Y v

deflexcion

—_—

A

W

7777

u?nnnnu@
q

Nodo 1: { ,

Nodo 2: {

wy =
wy =
w, #0
wh #0

Figura 4.7: Viga empotrada sometida a una carga uniforme.

Aplicando las condiciones de contorno a la ecuacion (4.35) resulta que:
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0 0 0 0
0 1 0 0o ||™ 0
. 1261,  6EI, ||| |qL 438)
L || 2 '
— 2
0 o 6EI, 4EI, |10, |4L°
12 I 12
Al resolver el sistema anterior obtenemos que:
0
W 0
n 4
yl _ qL
W, =\ 8E1, (4.39)
= 3
0, |—4L
6E1,
El momento en el nodo 1 viene dado por M, =-EI w{. Utilizando la ecuacion (4.19)
obtenemos:
,_ 12x 6 12x 6 o 6x 4 8 6x 2
R v A e B e I Ve
” ” 6 ~ 2
=>w(x=0)=w, ZW{LT}_GN[_Z}
i) L
1= — |~ —
8EI, | L 6El, | L
2
w = 2 qL
6)2EI,
Luego, el momento queda:
, 5\ gL 5\ qL?
M, =—EI wy =—-FEI (—j = —(—j— (4.40)
»1 y y .
6)2EI, 6) 2
ql’

Si comparamos con el valor exacto M j* =—=— verificamos que hay un error de

16,6% .
Esfuerzos en el Elemento Viga

Una vez obtenido los desplazamientos (4.39) llega el momento de obtener los esfuerzos en
el elemento de viga. A través de los desplazamientos, calculamos las fuerzas internas segin
la expresion (4.36), ze.:

{Fo}=lre®] fu] (4.41)

resultando:
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10
12EI, -6EI,  —12EI,  —6EI, gL
r I r I 0 )
—6El, 4EI, 6EI 2EI, 24 5q12
_ 2 2 q
{f(e) }= L L L L SE] — __12__ (442)
~12EI, 6EI, 12E1, 6EI v qL
3 2 3 2 —ql’ 2
L L L L ; ;11 p
~ 6EI, 2EI, GEI , AEI, y =
12
2 2
L L L L L |

Si estuviéramos tratando con elemento finito tradicional, los esfuerzos en el elemento de
viga serfan el proporcionado por {f © }, ver Figura 4.8(a). A medida que refinamos el error
disminuye. A través del Analisis de Estructuras, la solucién exacta de este ejemplo viene
dada por la Figura 4.8(c), y verifiquemos que las “reacciones” en las extremidades del
elemento viga vienen dados por:

{R(e)}z {]"<e)}+ {;w)} :{j(a}_ {f(e)} (4.43)
_ 5qL* @ @ ”
{_(6)} : 12 A, A A A A A A A My2 :U
— 4L | x gL
=y | F2=5

1 12 My2 = 12
“/ A A A A q? A A A A
—qL | _—4qL
le = T Fz2 —2
2
c) Solucion exacta M, = % @ @ M, =0
n/ A A A A ? A A A A \
q
F. =—qL ' F.,=0

Figura 4.8: Reacciones en el elemento viga.

El vector {;(e) }= —{f © }, ver ecuacion (4.37), en el Analisis de Estructuras, recibe el

nombre de acciones de extremidad para miembros restringidos. Es decir, la solucion
proporcionada por la Figura 4.8(b) son las reacciones que surgen si la viga estuviera




VIGA SOBRE BASE ELASTICA 11

empotrada en las dos extremidades, Gere&Weaver (1965), ver Figura 4.9. Y estas
reacciones son las mismas obtenidas para el vector de fuerzas nodales equivalentes, ver
ecuacion (4.37).

A A A A

—agl —-qL
F, =4 F, =0t
2 2
_qL IV
112 27 12

Figura 4.9: Reacciones en viga biempotrada.

Ejemplo 2
z /yv
g(x)=q, + (g, ;%)x
q
sttt it e .
©
Figura 4.10: Viga sometida a una carga trapezoidal.

Para la situacion de la Figura 4.10 tenemos que:

dUu B dQ 0 — [ke(l)]{ (e)} {f(e)} (4.44)

d{u(e)} d{u(e)} d{ (6)}

Como podemos ver la matriz de rigidez es la misma que para el ejemplo anterior ya que no
hemos cambiado la aproximacién de la deflexion. El unico término que cambia es el vector

(9, _41)x

de fuerzas nodales equivalentes ya que la carga varfa linealmente g(x)=gq, + 7

Con eso tenemos quc:

(4,

Q= IQ(X)W(x)dx = I[ql + (qz—;ql) }w(x)dx q, I w(x)dx + ———= QI ) J.xw(x)dx (4.45)
0 0

Teniendo en cuenta las integrales (4.20) y (4.24) obtenemos que:
7 3 3 7 -1 1 Y 1 1 15
Q=) — Lw, +|—q, +—q, Lw, +| —q, ——q, [L’0 , +| —q, + —q, |[L°O
(20% 20 j Wi (20% 20@2) w, (20 q, 3OQ2J 31 (30% 20@2) y2

(4.40)

Derivando con respecto a los valores nodales, obtenemos que:
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12
7L 3L
20117501
-7 I’
91— 549>
@\_) 20 "___ 30"
{rel= E — (4.47)
2071 "0 T
2 LZ
%Q] EQ2

Observar que cuando ¢, =¢q, =g recuperamos el vector de fuerzas nodales equivalentes

dada por (4.37).
ELEMENTO FINITO DE VIGA SOBRE BASE ELASTICA
Consideremos ahora que la viga esta sobre una base elastica, ver Figura 4.11.

A
z

Figura 4.11: Viga sobre base elastica.
En esta situacion, la energfa potencial total del sistema viene dada por:
n=U-Q=U,, +U, . —-Q (4.48)

viga

Segun el principio del valor estacionario de la energfa potencial total hay que cumplir que:

—_— _ de[ a dU
& =0 = (Uviga + Umuelle - Q) =0 5 muelle a2 =0
d{u(e)} d{u(e)} d{u(e)} d{u(e)} d{u("’)}
(4.49)
o aun
dei a dU dU )
ga_ Y muette _ dQ =0 = [ke(l) ]{u(e) }+ muelle _ {f(e) } (4.50)
du®y  dw}  du'?} diu'®)

donde [ke(l)] es la misma matriz de rigidez dada en (4.37). Luego, solo falta determinar el

muelle

d{—(e)}' Para un muele, ver Figura 4.12, la energfa de deformaciéon viene dada
u

término

por:
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T
Umuelle = J._wazdx (451)
02
F A
F energia almacenada
£ 1 F = le W
2 2
K,
1
w w

Figura 4.12: Elemento tipo muelle.

Considerando que el coeficiente de muelle K, es constante dentro del elemento, la

expresion (4.51) queda:

L

_k J'
muelle -

2 0

Ademas utilizando la ecuacién (4.21) obtenemos que:

9L 11> -

L'~ I =
wiw, _EWI 1

13L , 13L ,
—0, +—06., +—
105 ' 105 ** 35

U =— +—w, +
muelle 2 (35 1 35 2

1107 L= =
210 20 s 0 _7_06”9”]

Luego
aUmuelle Kf 26L 9L 11L2 A 13L2 =
= R M T oW~ 1 9),2
ow, 2 | 35 35 105 210
aUmuelle Kf 2L3 o 11L2 13L2 L3
3 5 17 W - Wy = ey2
aeyl 2 | 105 105 210 70
aUmuelle Kf 26L 9L 13L2 =~ 11L2 —
—_—l b -|-—W1 - ¥l + ey2
ow, 2 13 35 210 105
aUmuelle Kf 2L3 N 13L2 11L2 L3 -
A y2 W1 + W2 __eyl
aﬂyz 2 | 105 210 105 70

210 g

(4.52)

1302 -

WO, +e

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

Reestructurando las expresiones anteriores en forma de matriz, obtenemos que:
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14
13 -11L! 9 13L
B -1r, 9 13
35 210 | 70 420 |p,,
-1L =13 -0 |
W _ g 417210_ 105 1 420140 ||
T TR TTTEBL T3 L (|
L el Bl | M 4.58
70 420 | 35 210 || (4.58)
130 -2 1L L2 v
| 420 140 | 210 105
dUmuelle — [Ke(z) ]{u(@)}
d{u(e)}
donde
13 —11L! 9 13L
13 -1y 9 13
35 210 | 70 420
1L 1 ' -13L -I
“uL Loy -13L
@] 210 105 | 420 140
ke )=k 1] 20— 1081 A0 (4.59)
—_— —l —_— [
70 420 ! 35 210
130 - | 1L L
| 420 140 | 210 105
REFERENCIA

CHAVES, E.W.V. (2007). Mecanica del medio continuo: Conceptos basicos. Centro
Internacional de Métodos Numéricos en Ingenieria - CIMNE - Barcelona. ISBN: 978-84-
96736-38-2 (3* Edicion).

GERE, J.M. & WEAVER JR., W. (1965). Analysis of Framed Structures. Van Nostrand Reinhold,
Us.

SECHLER, E.E. (1952). Elasticity in engineering. John Wiley & Sons, Inc., New York.

LAIER, J.E.; BAREIRO, |.C., (1983). Complemento de resisténcia dos materiais. Publicacio 073/92
Sao Carlos - USP - EESC.

UGURAL, A.C.; FENSTER, S.K., (1984). Advanced strength and applied elasticity - The SI version.
Elsevier Science Publishing Co. Inc., New York.




