Integracion Numeérica
en el Tiempo

4.1 Introduccion

Antes de plantear el problema con multiples grados de libertad, en esta seccién
estudiaremos la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales del tipo:

LIC)] 1)

I ’t=
V'(x,1) i

Cuyo objetivo es encontrar la funcién y(x,?).

La mayoria de los problemas de ingenierfa, la solucién analitica (exacta) de las ecuaciones
en derivadas parciales no existe debido a la complejidad del problema propuesto. Pero, para
una mejor comprension de los métodos empleados trabajaremos con una funcién cuya
solucion analitica es de facil obtencién. Por ejemplo, consideremos la siguiente ecuacion
diferencial sélo dependiente del tiempo:

Y'(t) :% =-2¢° +12t* =20t +8.,5 4.2)

La soluciéon exacta obtenemos al integrar la expresion anterior, resultando que:
y=-0,5t* +4 =10 +8,5t +C (4.3)

donde C es la constante de integraciéon. Observemos también que hay infinidades de
soluciones, dependiendo del valor de C, ver Figura 4.1. La solucién sera tnica para unas
dadas condiciones de contorno e inicial. Para nuestro ejemplo (4.2) que es sélo dependiente
del tiempo solamente tenemos la condicién inicial, es decir, en ¢ =0 el valor de la funciéon
es conocido e igual a y(t =0) =y, =1= C =1. Resultando asi en la siguiente funcion:

y=-0,5t* +4 —10¢* +8,5¢ +1 (4.4)
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En ¢t =0 tenemos que:

>i§

Cc=1
C=0 .
t
C=-1
cC=-2
Figura 4.1: Infinitas soluciones.
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Figura 4.2: Discretizacion en el tiempo.
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Unas de las técnicas numéricas mas empleadas para la integracion en el tiempo es la técnica
de diferencia finita donde discretizamos el tiempo a través de valor finito Ar. A
continuacién expondremos algunos de estos métodos.

4.2 Meétodo de Euler

Conocido el valor de la pendiente en el paso de tiempo ¢, y;, podemos obtener el valor

aproximado de y,,, a través de una aproximacion lineal:

v Yinn T )i
Vi =

= =ty 4.6
Y Yin =Yty (4.6)

Como podemos verificar, la expresion anterior es la misma empleada por la diferencia finita
por la derecha.

yA Ve =V vl
TS A alor aproximado de y

Vil
/ } Error

D
E\/alor real de y

A

Vi

JAY;

\J

L lin !

Figura 4.3: Diferencia finita hacia a delante.

A través de la Figura 4.3 podemos intuir que a medida que el incremento de tiempo tiende
a cero nos aproximamos al valor real (exacto) de la funcién. En un problema de grandes
dimensiones trabajar con incrementos de tiempo muy pequefios puede resultar en un alto
coste computacional, por ellos se han desarrollados otros métodos mas eficaces que aun
que el incremento de tiempo sea grande el error es demasiado pequefio.

Fijemos que anteriormente aplicamos la diferencia finita hacia a delante, utilizando y! para
obtener y,,,;. Podemos también hacer la siguiente aproximacién: nos situamos en y,,; y
aplicamos diferencia finita hacia a tras, resultando que:

_Yinnt " )i

=L = w1 =y YA 4.7
Vit Ar Yiet = Vi T Vin 4.7
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Este método también conocido como Método de Euler hacia adelante (método implicito).
Podemos entonces resumir los métodos anteriores como:

Vin = y; T yildt (Método Explicito) (4.8)
Yist = ¥; t yinlt (Método Implicito) (4.9)

Otra aproximacion, mas precisa que las anteriores, es adoptar la pendiente de la recta como
un promedio de las pendientes y; y yi,,, resultando:

"+
yH1=yi+{y’2%”JAt (4.10)

Esta ultima expresion se conoce en la literatura como el método de Crank-Nicolson o regla
del punto medio.

4.3 Meétodo Alfa

Podemos generalizar los métodos anteriores en una unica expresion. Para ello
consideremos que tenemos las siguientes aproximaciones para las funciones y(¢), y'(¢),

ver Figura 4.4.
y(t)h Yot
, | y;+1
Yin Yin o
Visa
yi y1, ] b
Vi
« -«
t t
tz tz+a ti+1 tz tz+a Z‘z+1
a0[0]
JAY; At
a) b)
Figura 4.4: Método Alfa.
A través de la linealizacion de las funciones y(7), »'(t), podemos decir que:
] — y‘+1 - y
Vieg = A ! (4.11)
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Con lo cual sacamos que:
Vit = Vi ¥ Vi Ot 4.12)

A través de semejanza de triangulo, Figura 4.4(b), podemos expresar y;,, como:

yl"+ _yz"_yz"+a _yz’ ! ] ] 1
1 = = Vita =i +a(yi+1 _yi) (4.13)
1 o
0 aun:
Vira =0y +(1-a)y; (4.14)

Resumimos entonces el Método Alfa:

i+ = i+ ;+(1At
{y” yi+y “15)

Dependiendo del valor de o recaemos en uno u otro método presentado anteriormente,
por ejemplo:

* «a=0 (Explicito)

yi+1:yi+yz"+aAt [
, : Yin =¥ T yildt 4.16
{yiﬂx = (l)yl : ( )
* =1 (Implicito)
Vie ZVi ¥ Viea D ,
{ o = Vi =Yty 4.17)
y[+(y - yi+1
1 .
" o :E (Crank-Nicolson)
Yin =y Ty D
I T
= Y T "{y’ 12 Y jAt (4.18)

] 1 ] 1 ] y{+l+y'
e I B e
y[+% 2yl1 ( 2))/ 2

También el método de Crank-Nicolson se conoce como el Método de Heun.
Geométricamente podemos interpretar como se indica segun la Figura 4.5. En ¢, hacemos
una prediccién para obtener y;, =y, +y/At y a su vez podemos obtener yiy. A
continuacién hallamos el valor de la nueva pendiente:

10 '
0ty
g = i T (4.19)
2
Volvemos entonces a obtener el nuevo valor de y,,, teniendo en cuenta el valor de la
pendiente y;:
1

0 4y
Vit = Vi +(y ’”2 X jAt (4.20)
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Predictor -y,
y BN

—
Yin = Vi ¥ i e "

At

\J

i lin !

1

Figura 4.5: Método de Heun (predictor-corrector).

Regresando al nuestro ejemplo inicialmente planteado cuya ecuacion diferencial es:
y' = Z =217 +12¢° - 20t +8,5 (4.21)

con las siguientes condiciones iniciales:
t=0 ; y, =1l = y,=85 (4.22)

Aplicaremos el Método de Euler y el Método de Heun con un incremento de At =0,5s .
Para el primer paso de tiempo (¢ =0,5) el valor exacto de la funcién se puede obtener a
través de la funcién (4.4) resultando:

¥t =0,5)=-0,5%0,5* +4%x0,5 =10x0,5% +8,5%0,5+1=3,21875 (4.23)
El procedimiento numérico sigue a continuacion.
Predictor i +1
) =y, +ysAt =1+85%0,5 =525 (Paramos aqui si utilizamos el Método de Euler)
Corrector
Y'(t=05) =y =-2¢3 +12¢* =20t +8,5 = -2(0,5) +12(0,5)* —20(0,5) +8,5 =1,25
vty _125+85

’ 2

Vi = Yo Tyt =1+4875%0,5 =3,4375

=4,875
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4.4 Meétodo de Euler Modificado

En el método de Euler modificado utilizamos el método de Euler para predecir el valor en
el medio del intervalo:

_ AAY;
Y_+l =) +y1'7 (4.24)

A continuaciéon obtenemos el valor de la pendiente y' |, en el punto medio, que serd
utilizada para obtener y,,;:
Yin =¥ F J’f+1At (4.25)
"2
Aplicando esta metodologia para el ejemplo propuesto (4.21) obtenemos que:

JAYS 0,5
=y +y —=1+85%x—
y+l yz yl 2 2

=3,125

1

Calculo de la pendiente en el punto medio:

Y(=025) =y | =20 +1207 =200 +8,5 = =2(0,25)* +12(0,25)* ~20(0,25) +8,5 = 4,21875
0+—
2
Y1 =y + Y A =1+421875%0,5 = 3,1093

2

En la Figura 4.6 se muestra la integracion numérica de la funcién empleada anteriormente,
V(1) =% =-2¢> +12¢* =20t +8,5 con y'(0)=1. Fueron utilizados el método de Euler,

Euler modificado y el de Heun con un incremento de tiempo Ar=0,5.

— Exacta

1 Euler dT=0.5
< Euler Modificado
0 -=— Heun (dt=0,5)
0 1 2 3 4 5
t (tiempo)

Figura 4.6: Grafica comparativa de los métodos.
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Como podemos ver el método de Heun (H) siempre superestima el valor mientras que el
método de Euler Modificado (EM) subestima el valor. Podemos hace la siguiente
aproximacion para el valor de y,,:

1
Yo =30l 202 ) (4.26)

Utilizando las expresiones (4.20) y (4.25) en la ecuacién anterior, obtenemos que:

1
v =50t + 20 1)

I 0y |
:l yit MAt+2 ity Ot
3 2 i+5
- - 4.27
=L y.+LflAt+y—;At+2y.+2y' Y, "
3177 2 2 b
B 10 T
=3y e 2 i vy
3 2 2 i"'E
Resultando que:
At T T T
Yin =V +?|:yi +4yi+1 +yi21:| (4.28)
2

cuya expresion es la conocida como el Método de Integracion de Runge-Kutta de tercer
orden, y resulta ser una buena aproximacién, como se muestra en la Figura 4.7.

6
5
4
> 3
2
— Exacta
—< Euler Modificado
1 -=—Heun (dt=0,5)
Hunge-Kutta (3er orden)
0
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t (tiempo)
Figura 4.7: Grafica comparativa de los métodos (Runge-Kutta).
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4.5 Caso Transitorio con Maultiples Grados de
Libertad

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:
CT+KT=F (4.29)

Para el problema térmico C es la matriz de capacitancia, K es la matriz de conductividad,
y T es el vector con los valores nodales de la temperatura.

Considerando que:

F=m fe (4.30)

Nt
Ademas aplicando el método alfa:

T, =aT,, +(1-0)T,

«

4.31
F,=aF,, +(1-a)F, *:31)
Reemplazando (4.30) y (4.31) en la expresion (4.29), obtenemos que:
T. -T
C|-“L—L|+KT, =F 4.32
{ At j « « ( )
T, -T
Cc (HlAttJ +K [OzTa+1 +(1- oz)Ta] =aF,,, +(1-a)F, (4.33)
Resultando que:
Cc _ C
Kt-l-aK T, =aF,+(-)F, + Xt_(l_a)KTt (4.34)
KIT, =F (4.35)
donde
a = C . g = ¢
K —Kt+aK ; FY =aF,, +(1-a)F, + Xt_(l_a)K T, (4.30)

4.6 Analisis Dinamico a través de Integracion
Numérica

La aproximacién mas genérica para la solucion de la respuesta dinamica en estructuras es la
integracion numérica directa de las ecuaciones de equilibrio dinamico:

MU+CU+KU=F (4.37)
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Cuya ecuacion debe cumplir para todo tiempo ¢, luego también es valida en el tiempo
t+ At

MUt+At + CUt+At + KU, p = Fip (4.38)

donde M es la matriz de masa, C es la matriz de amortiguamiento, K es la matriz de
rigidez de la estructura, F es el vector de fuerzas externas, y U, U, U son los
desplazamientos, velocidades, y aceleraciones, respectivamente. La ausencia de subindices
de paso de tiempo en las matrices M, C, K nos indica un problema lineal, es decir, que
estas matrices no dependen de U, U, U. En el caso que la estructura presente una no-
linealidad del material, la matriz K dependera del vector desplazamiento U .

Para un sistema sin amortiguamiento (C =0) la energia se conserva, caracterizando un

sistema sin disipacién de energia, y la suma de la energfa cinética (1 U" MU ) y de la energfa

de deformacién (L U" KU ) es constante para todo paso de tiempo:
2E=U/MU, +U[KU, =U[\ MU\, +U[\ KU, (4.39)

El analisis numérico del sistema dinamico (4.37) en estructural puede resultar no eficiente
donde C es el responsable por el amortiguamiento (disipacion de energfa) de la estructura.
Por ello algunos método fueron desarrollados con el objetivo de introducir un
amortiguamiento numérico (artificial) que en general viene controlado por un parametro.
Por ejemplo, podemos reemplazar la matriz de amortiguamiento C por una combinacion
lineal del tipo:

C=ak + M (4.40)

Por esto estudiaremos algunos métodos que atn que explicitamente no presente la matriz
C, presentara un amortiguamiento artificial (numérico).

Diversas técnicas numéricas, dentro de la integracién numérica directa, han sido
desarrolladas para obtener la solucién del sistema de ecuaciones (4.38). Podemos clasificar
estas técnicas como Explicitas, Implicitas, o Mixtas.

Los métodos Explicitos no necesitan informaciéon en el paso de tiempo ¢+Af para
predecir la respuesta en el tiempo ¢ + At es decir:

Ut+At = f(Ut’Ut’UmUt—At"") (4'41)

Estos métodos son condicionalmente estables eso implica que el tamafo del incremento de
tiempo (Af) tiene que ser menor que un valor critico (Az,,), en caso contrario la solucion
no es estable, es decir, la solucién diverge.

Los métodos Implicitos utilizan informacién en el paso de tiempo ¢+ At para predecir la
respuesta en el tiempo ¢ + At :

Ut+At = f(Ut P Ut+At 5 UI+AI st ) (442)

Con estos métodos es posible utilizar pasos de tiempo mayores que os utilizados en los
explicitos. Métodos implicitos pueden ser incondicionalmente o condicionalmente estables. En
general, los métodos que son zncondicionalmente estables 1a inica limitacion para el tamano del
incremento de tiempo es la precision de la solucion.
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4.6.1 Familia de Métodos de Newmark

Newmark en 1959 presenté una familia de métodos de integraciéon para la solucién de
problemas estructurales dinamicos. Para ilustrar los métodos, partiremos del siguiente
sistema discreto de ecuaciones:

MUHA; + CUt+At + KU, p = Fp (4.43)

Podemos aplicar la serie de Taylor para aproximar las funciones U, U':

2 3
U, =U, + AU, +%Ut +%l"j, o (4.44)
. o .. Atz
Uy =0, + 000, + =0, 4 (4.45)

Newmark truncé las expresiones anteriores como:

2
U, =U, +MU, + % U, + 6080, (4.46)
U,,=U, +0tU, +y0t*U, (4.47)

Asumiendo que la aceleracién varfa linealmente dentro del intervalo [t,t + At] , podemos

aplicar diferencia finita para aproximar U, :

o Uy U
U =—4"8 ¢ 4.48
‘ ~ (4.48)
Reemplazando (4.48) en las expresiones (4.47) y (4.46), obtenemos que:
Y VR U.,,-U
Uin =U, +AtUt +7Ut + ﬁAtS %
. Atz .. 5 5
=U, + AU, +7Ut +00t7U,,,, — B0t°U, (4.49)
=U, + MU, + G - ﬂjAﬁU, + 80U,
: : . U, -U
Ut+At = Ut + AtUt + yAtz t+AtAt -
(4.50)

=U, + MU, +yAt U,,,, —yAt U,
=U, +(1-y)AtU, +yAt U,,,,

Resumiendo asi las aproximaciones del campo de desplazamiento y de velocidad para el
método de Newmark como:

Ul+At :Ut +AtUl +(%_/BJAt2Ut +/8Atzljt+At

-y - -- Método de Newmark (4.51
Uin =U, +(1-yYAU, +YAt U,y )
MUt+At + CUt+At + KUt+At = Ft+At
Este método es incondicionalmente estable cuando:
Integracién Numérica en el Tiempo Por: Eduardo W. V. Chaves (2010)
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2Bzyz2 % (4.52)
Despejamos U ,,,, a partir del campo de desplazamiento dado por (4.51), obteniendo que:

. . 1 .
BP0, = U, —U, - DU, - (2 - ﬂjAtzUt

| (4.53)

.. 1 1
=>U,,=——(U,, -U)-——U, +|1-
t+At ﬂAtz( t+At t) BAZ' [ Z/BJ

Reemplazando (4.53) en la expresion de la velocidad dada por (4.51) resultando que:

Ut+At U +(1- V)AtU + )t Ut+At

OV NN L NS B SRR
=U, +(1-pAl, + )\t |:ﬁAt2 (Ut+At Ut) ﬂAtUt-i-[l ZﬁjUt:| (454)

_y _ _ry 4
_E(UHN Ut)"'(l ﬁjU +[ ZﬂJAtU

Resumiendo

. 1 1 1 ).
Ut+At = (U1+At - Ut) / U [1 JUt

pnt an 2 (4.55)
. oy B NAr _r ..
Ui = E (U1+At U, ) + [1 5 JUI + [1 25 JAtUt

Reemplazando las expresiones dadas por (4.55) en la expresion (4.43) obtenemos que:
KYU,p=F (4.56)

donde
K =L ~M+——C+K
ODt BAt

eff — M .y M (Y 7 _|[-_ L -y ]
Fﬁ_FHAt*{ﬂAtz+ﬁAtC}Ut+{ﬁAt (1 BJC}U, Kl 25)M+[1 ZﬁJAtC}Ut

(4.57)
También podemos expresar las relaciones anteriores como:
K =[b,M +b,C + K]
: . . . (4.58)
F¥ =F,, +M [blUt -b,U, —b3Ut] + C[b4Ut -b,U, —bévt]
donde
1 1 1
b=y s b= by=leo
Tene T B o2p (4.59)

b, = W\ib, i by =1+j\b, ; b, =Al-y+ ]

Los campos de velocidad y de desplazamiento también puede ser expresados en funcién de
los parametros (4.59) como:
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{Uﬁm =b1(Ut+At _Ut)+b2Ut +b3Ut (4.60)
Up =0y (Ut+At -U, ) +bU, +beU,
A continuacion aplicaremos la misma metodologia para resolver el siguiente sistema:

CU,.p + KU, p = Fpp (4.01)

Dado el campo U,,,, y su aproximacion a través de la serie de Taylor (4.44), donde
trucamos en el término de segundo orden:

U,.p =U, + MU, +ab*U, (4.62)
Considerando la siguiente aproximacién para U, :

- Ut+At B Ut

U,
At

(4.63)

Con lo cual el vector U,,,, puede ser reescrito de la siguiente manera:

: U,y -U
U, =U, + MU, +at* AL

Y (4.64)

Pudiendo asi expresar U,,,, como:

L Uy -U,)+ (0 -1), (4.65)

U..=——_
AV’ o

Reemplazando (4.65) en la expresion (4.61) obtenemos que:

1 1 .
C|: (UI+AI - Ut ) +— (Oé - l)Ut:| + KUt+At = FI+AI
alit a

1 1 1 .
3[&AIC+K}UHN =F,+A,+C{aAtUz‘a(04_1)Uz} (4.60)

= [Alt C+ aK}UHAt =afF,, + Alt cu, +(1-a)cu,

Podemos expresar U, a través de la siguiente expresion:
CU,+KU,=F, = U, =C'(F -KU,) 4.67)
Reemplazando (4.67) en (4.66) resulta:

[Alt C+ aK}UHA, =afF,,, + Alt cu, +(1-a)cu,

= Alt C+aK |U,, =aF,, + Alt cu, +(1-a)cc™'(F, - KU,)

- 1 (4.68)

= Alt C+ak U,y =aF .+ CU, + (1-a)F, -(1-a)kU,

1 ] 1
= C+ ozK_UHA, =aF,, +(1-a)F, + [At c-(1- a)K}U,
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O aun:
K’U,, =F" (4.69)
donde
o = 1
K = E C+aK
| 4.70)
F¥ =aF,, +(-a)F, + [At c-(1- a)K}U,

Verificamos que la expresion (4.69) es la misma expresion obtenida a través del método
alfa empleado para el problema transitorio de temperatura, ver expresion (4.34).
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4.6.1.1 Esquema de Newmark para la Integracion Directa

I. Parametros Iniciales
I.1. Construimos las matrices M, C , K .
1.2. Obtenemos los parametros:
1 1 1

b, oYl ) _E ; by 1—%
by =YAth, 5 by =1+yAib, ; bg=0l-y+yb,]
1.3. Construimos la matriz K% :
K =[b,M +b,C + K]
I.4. Dadas las condiciones iniciales U,,, U,, obtenemos U, :
i, =M"|F, - CU, - KU, |
1.5. Actualizamos las variables:
v ~-Uu, ; Ut<—U0 ; U,<—U0

I1. Para cada Paso de Tiempo ¢ + At

II.1. Obtenemos el vector de fuerzas efectivo:
F =F,, +M [bU, -b,U, -b,0,]+Clp,U, -bsU, -b,0,
11.2. Resolvemos el sistema:
K’U,,=F"
I1.3. Calculamos los vectores U,,p,, U,y
{UHAt =b (U1+At -U, ) +b,U, +bU,
U, =b,(Up —U,)+bU, +beU,
11.4. Actualizamos las variables:
U U, ; Ut <—Ut+At ; Ut <—l7t+At
Sieselcaso F,,, « F(t + At Ut+At’Ut+At9Uz+At"")

Ir al paso II.1 con ¢+ Ar.

Subroutina para la integracion directa utilizando el método de Newmark para un grado de

libertad (FORTRAN):

Subroutine Newmarl
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4.6.2 Meétodo de la Aceleracion Media

El método de la aceleraciéon media es idéntico a la regla del trapecio, ver Figura 4.8, donde
tomamos como aproximaciéon para el campo de aceleraciéon como el promedio de los
valores extremos:

. U, +U
Ut+T(T) :tTHAI N 0t (471)

U !

Ut+At /

Ut (T) - t t+D0t

/

t t+ N0t ¢

Figura 4.8: Aceleracion media.

Integrando la expresion (4.71) hallamos el siguiente campo de velocidad:
: U +U : U, +U
U, ()= r[fzfmJ +C, =U, + r(’zfmj (4.72)

donde la constante de integracion fue obtenida a través de la siguiente condicién inicial,
U, (r=0)=U, = C, =U,. Para obtener el campo de desplazamiento integramos la
expresion (4.72), obteniendo asi que:

: (U, +U ) (U +U
U,.. (=10, +T2(’2’Af +C, =U, +1U, +% T 4.73)

Una vez mas aplicamos las condiciones iniciales para obtener la constante de integracion
U, 1=0)=U,=C =0,

Haciendo 7 = At los campos de desplazamiento y de velocidad vienen dados por:

AV V.
Ut+At = Ut +AtU, + 4 Ut + 4 Ut+At
At A 4.74)
Ut+At = Ut + 7 Ut + 7 Ut+At
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Las expresiones dadas por (4.74) son las mismas dadas para el método de Newmark con los

valores de y:% y 3 =% , ver expresiones (4.49) y (4.50).

A través de las expresiones (4.74) obtenemos los valores U,,,, v U,,, en funcién de U,
y de los valores actuales: U,, U,, U,. El campo de desplazamiento dado por (4.74) nos

permite obtener U,,,, como

_ 4
Ar?

4 . ..
l - - .
(U.0-U)-—U, -0, (4.75)

U1+At At

A su vez reemplazamos (4.75) en el campo de velocidades dado por (4.74), resultando:

JAYS At

. ) .. 4
U.n =U, +?Ut +_|:

N

4 . .
(Ut+At _Ut)__Ut _Utj|

2 At

(4.76)
_2 -

__t (Ut+At -U, ) -U,

Reemplazamos el campo de velocidad (4.76) y el campo de aceleraciéon (4.75) en la
ecuacion de equilibrio dindmico en el tiempo ¢ + At obtenemos que:

MU, +CU,\ + KU, =F,

4 4 . .. 2 . 4.77)
M{F (U1+At -U, ) _EUt - Ut} + C{E(Uﬁm -U, ) - Ut} +KU,,p = F,.p
Reestructurando
A Mt ECHR U, =F g | M+ 2ClU, +| MU, + MU, (478
A2 Ar t+At 1+ A2 As t Ar t t .
O aun
Kg{fUHAt = Ftefj;t (479)
donde hemos considerado que:
k7= M+ 2c+k
Ar? At
) , . (4.80)
F4, =F,, + {FM + EC}U, + [EM + C}U, + MU,
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4.6.2.1 Esquema de la Aceleracion Media para la Integracion Directa

I. Parametros Iniciales
1.1. Construimos las matrices M, C, K .
1.2. Dadas las condiciones iniciales U,,, U,, obtenemos U,,:
i, =m"(F, -cuv, - kU,)
1.3. Construimos la matriz K% :

k7= m+2c+k
Ar? At

1.4. Actualizamos las variables:
Ul<—U0 ) Ut<—U0 5 014—170
I1. Para cada Paso de Tiempo ¢ + At

II.1. Obtenemos el vector de fuerzas efectivo:
g 4 2 4 . .
FT =F,+|-—=M+=CU,+|-—M+C|U, + MU,
Nt JAY; Nt
I1.2. Resolvemos el sistema:
KeﬁUHAt =F
I1.3. Calculamos los vectores U,,p , U,p
) 2 )
Ut+At = E (U1+At - Ut ) - Ut
.. 20 . .
Ut+At = Kt [Ut+At - Ut] - Ut
I1.4. Actualizamos las variables:
Ut - Ut+At ; Ut - U1+At 5 Ut - U1+At
Sieselcaso F,,, « F(t + At UHA,,UHA,,UHA,,...)

Ir al paso II.1 con ¢+ At.

Subroutina para la integracién directa utilizando el método de la aceleracién media para un
grado de libertad (FORTRAN):

Subroutine Trapecio
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4.6.3 Meétodo de la Aceleracion Lineal

En este método consideramos una variacion lineal para el campo de aceleraciéon en el
intervalo [t,t + At] , ver Figura 4.9:

. . T ..
Uz+r (1) = Ut + E (Ut+At - Ut) (4'81)

U@ |

Ut+At /

.. . T ..
Ut+'[ (T) = Ut + E (Ut+At - Ut )

\/

t t+ N0t t
JAY;

ﬂ%i

Figura 4.9: Método de la aceleracion lineal.

El campo de velocidad se obtiene al integrar la expresion (4.81), resultando:

Z.2

Uz+r (T) = TUt + E (Ut+At - Ut )+ Cl
(4.82)

2
= Ut +TUt +TN(Ut+At _Ut)

donde hemos aplicado la condicién inicial para obtener la constante de integracion, es
decir, en 7 =0 tenemos que U, (T=0)=U, = C, =U,.

Integrando ahora la expresion (4.82) obtenemos el campo de desplazamiento:

2 3
U (=10, +20,+ (0,5 -0,)+C, O U, (=0=U,=C, =0,
2 6/t
(4.83)
3 . 12 .. 3 ( .. )
=U, +1U, +7Ut +E Uin —U,
Haciendo 1=A¢ obtenemos que:
_ . Atz .. Atz ( .. ) 484
Uip =U, + AU, +7Ut +T Uin —U, (4.84)
. . .. AV .. . AV ..
Ut+At = Ut + AtUt + ? (Ut+At - Ut ) = Ut + 7 (Ut+At + Ut) (485)
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A través de la expresion (4.84) despejamos U, :

6
At?

6

- Evt -2U, (4.86)

Ut+At = (Ut+At _Ut)

A su vez sustituimos (4.86) en (4.85) obteniendo asi que:

. 3 . At ..
Ut+At = 7(Ut+At _Ut)_ZUt -—U

Y ;Ui (4.87)

Reemplazamos entonces el campo de velocidad (4.87) y el campo de aceleracion (4.86) en
la ecuacioén de equilibrio dinamico, resultando que:

MUHA; + CUt+At + KU, p = Fpip

6 6 . .
M{M(Uﬁm _Ut)_EUt _2Ut}

(4.88)
3 AV
+ C{ (U1+At -U, ) —2U, —— Ut} + KU, .p = Fip
At 2
Reestructurando la expresion anterior del tal manera que:
KU, 0 = FS, (4.89)
donde
k=% mM+3c+k
Ar? At
6 3 6 At (*90)
F, =F o+ —M+—ClU,+|-—M+2CU, +|2M +—C |U,
Ar? At At 2

El método de la aceleracion lineal coincide con el de método de Newmark cuando vy -1 y

1 . 1 1
e Verificamos este hecho al reemplazar los valores de y=§ y B== en las

expresiones (4.51), obteniendo asi los campos de velocidad y desplazamiento:

2 2
Ut+At :Ut +AtUt +(%_%jAt2Ut +éAt2Ut+Az :Ut +AtUt +%Ut +A%U1+At
4.91)

. . 1 .. 1 .. . DT ..
Ut+At :Ut +(1 _EjAtUt +§At Ut+At :Ut +7[Ut + Ut+At]

que coinciden con las expresiones obtenidas para el método de la aceleracion lineal, ver
expresiones (4.84) y (4.85).
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4.6.3.1

Esquema de la Aceleracion Lineal para la Integracion Directa

I. Parametros Iniciales
I.1. Construimos las matrices M, C , K .

1.2. Dadas las condiciones iniciales U,,, U,, obtenemos U, :
i, =M"(F, -cU, - KU,)

1.3. Construimos la matriz K< :

K = LM + i C+K
At? AY;
1.4. Actualizamos las variables:
Ut<—U0 5 U14—U0 ) Ut‘_UO

I1. Para cada Paso de Tiempo ¢ + At

II.1. Obtenemos el vector de fuerzas efectivo:

FT =F,, + {62 M+ C}Ut + [6 M + 2C}U, + [ZM + A C}Ut
At At At 2
11.2. Resolvemos el sistema:
K’U,,,=F?
I1.3. Calculamos los vectores U,,p,, U,y
Up = Afz(UHAt _Ut)_A6tUt -20,
O =0, + 000 +0)
11.4. Actualizamos las variables:
U U,y Uz - Ut+Az ) U; - U;+Az

Sieselcaso F, ., « F(t+At’UHAt’Ut+At’Ut+At"")

Ir al paso II.1 con ¢ + At .

Subroutina para la integracion directa utilizando el método de la aceleracion lineal para un
grado de libertad (FORTRAN):

Subroutine ACELIN
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4.6.4 Meétodo de la Diferencia Finita Centrada

Este método explicito asume que los campos de velocidad y de aceleracion vienen dados
por el método de la diferencia finita centrada para aproximar la primera y segunda derivada:

Uz — U1+A12;tUt—At
4.92
U - Ut+At _2Ut + Ut—At ( )
' A?

Reemplazando las expresiones (4.92) en la ecuacion de equilibrio dinamico en el tiempo ¢,
MU, +CU, + KU, = F, , resulta que:

M Uin _2Ut tU,_y, +C Uin U p +KU =F
At? 20¢ ! !
M C 2M cC M (4.93)
=>|—+—Uyp =F +|—-K\U, +| ——— [U,_
|:At2 2At:| t+At t [Atz J t (2Al‘ Atzj =Nt
= KejfUHAz =F7
donde
oM, C
A2 20¢
. M C M (4.94)

En el tiempo ¢ =0 tenemos que calcular U,_,,, cuyo valor se obtiene a través de las
expresiones (4.92):

. U -U,_ .
Uy =—"0 =08 = Uy =200, + Uy,
2 (4.95)
. Uyp =2U, +U,_ . :
U, =% 20 T = Ugy =0°U 20U, ~ Uy,
JAVS
A continuacién igualamos las expresiones anteriores resultando que:
- _ .
AU, +2U, -U,_,, =20tU, +U,_y,
e .
=2U,_, =0t°U, +2U, -2MtU,, (4.96)
B . At .
=>Uyp =U,-0tU, +—2 U,
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4.6.4.1 Esquema de Diferencia Finita Centrada para la Integracion
Directa

I. Parametros Iniciales

1.1. Construimos las mattices M, C, K .

1.2. Dadas las condiciones iniciales U,,, U,, obtenemos U, :
i,=m"'(F, - U, - KU,)
1.3. Construimos la matriz K< :

g oM, C

A2 20¢

1.4. Calculamos U _,, :

2
Uypp =U, — LU, +A;U0

1.4. Actualizamos las variables:
U ~Uppy 3 U U,  F =F
I1. Para cada Paso de Tiempo ¢

II.1. Obtenemos el vector de fuerzas efectivo:

2M C M
eff — - -
F7 =F, +(At2 KjUt +(2At MJU,_A,

I1.2. Resolvemos el sistema:

Ke'/fUHAz = Fe/f

I1.3. Calculamos los vectores U, , U, :

l']t — Uine “Up
20¢
Uz — Ut+At _lezt + Ut—At
JAYS
I1.4. Actualizamos las variables:
Ut—At - Ut 5 Ut - Ut+At

Sieselcaso F,,, « F(t+At,UﬁAt,UﬁAI,UHAt,...)

Ir al paso II.1 con ¢+ At .

Subroutina para la integracion directa utilizando el método de la diferencia finita centrada
para un grado de libertad (FORTRAN):

Subroutine Centrada
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El método de la diferencia finita centrada es un método de integraciéon explicito y
condicionalmente estable y requiere que el paso de tiempo At sea menor que el valor
critico:

T, 2
Mt <At, =T =——r 4.97)
n wmax
donde 7, es el menor periodo natural y w,, es la maxima frecuencia del sistema

discreto, siendo el mayor autovalor del determinante caracteristico:
K +w” M| =|K +AM| =0 (4.98)

Los métodos de integracion explicito no necesitan de la factorizacion de la matriz de

rigidez efectiva (K%') mientras que los métodos de integracién implicitos si que lo
necesitan.

4.6.5 Meétodo del Factor 8 de Wilson

El método del factor 6 de Wilson (1968) es una extensién del método de la aceleracion
lineal (método de Newmark con y =1y 3=1). Aproximamos el campo de aceleracion en

el intervalo 0<T<60A¢, ver Figura 4.10, donde 21. Cuando 0 =1 recaemos en el método
de la aceleracion lineal.

U(t) A
Ut+$t ° .. Y T . .
é Ut+‘[ (T) = Ut + H_Al‘ (Ut+()At - Ut )
Ut+At /
T —
T

t

At t+ At t + 00t t
Ot

Figura 4.10: Aproximacion de la aceleracion - Método del factor 6 de Wilson.

A través de la Figura 4.10 el campo de aceleracién queda:

Ui (=0, + (0,0 - 0)) (+99)

Integrando la expresion anterior obtenemos el siguiente campo de velocidades:
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2
M=U, +10, + ;A U, - U,) (4.100)

t+'[

Integrando el campo de velocidad (4.100) obtenemos el siguiente campo de
desplazamiento:
2 3

Uy (=0, +10, + 0, +—

%(Ut+9At _Ut) (4101)

Considerando que T=0A¢ el campo de velocidad queda:

C/%% -
Ut+()At U + QAIU Tt (Ut+()At - Ut)
200t
OAr (4.102)
= Ut +_(Ut+6At + Ut)
y el campo de desplazamiento:
B —(0AD? . (0D (- ..
Ut+6A _Ut +0AtUt + Ut + (Uz+6At _Ut)
60At
02A2 (4.103)
=U, + 000, + 22 (U +20,)
A continuacién despejamos U .4, de la expresién anterior:
. _ 6 6
U o e (Ut+0A _Ut)_HTU -2U, (4.104)
A continuacion reemplazamos (4.104) en la expresion de la velocidad (4.102) resultando:
. 3 . ONt -
Ui :@(Uﬁ% _Ut)_ZUt _Tut (4.105)
Teniendo en cuenta la ecuacién de equilibrio dinamico en ¢ + 04t :
MUHGA[ + CUt+6At + KU1+()A1 = ﬁt+()At (4106)

donde F,,,, =0F ., +(1-0)F,, y reemplazando los valores de Uz, v U, dados por
(4.105) y (4.104) respectivamente, podemos obtener el siguiente sistema de ecuaciones:

KYU, p =F (4.107)
donde
oo M 3C o
0°Ne* O
oM 3C oM Ot (4.108)
FY =0F ., +(1-0)F +| ——+=— U, + +2C U, +| 2M +—C |U
t+0Nt ( ) t [HZA[Z HAtJ t (QAt j [ 2 j

Tras la resolucion del sistema (4.107) obtenemos U,,4, nos permitiendo calcular U,,,,,

U,.n v U,., - Para ello, consideremos la expresion (4.99) con T=4A¢ resultando:

l (UH()Az - Uz ) (4109)

Ul+At :Ut + 9
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Reemplazando la expresion de U,,,,, dado por (4.104) obtenemos que:

Ut+At =U, +%(Ut+6At _Ut)

1

6 6 . .
—U,+0[W(Umm—U,)—@Uﬁwt—Uf} 4.110)

6 6 . 3) ..
- 03 A2 (Ut+()A _Ut)_ PN U, +(1 _g)ut

Para obtener U,,,, utilizamos la ecuacién (4.100) con T =4t resultando:

. . .. Nt (- .
Uin =U, + AU, +2—0(Ut+em —Ut) 4.111)

E(UHM —Ut)=Ut+At —-U, y al reemplazarlo

Segun expresion (4.109) podemos sacar que
en la expresion anterior obtenemos que:

Uy =0, + 000, + 51 (0,10, -0
(4.112)

=0, + U +0))

Para obtener el desplazamiento U,,, hacemos que T=A¢r en la expresion (4.101),
resultando que:

AN . A ..
U.n=U, +A1U, +TUI +¥(Ut+6m _Ut)
2 2
U, + AU, +%U, +%(U,+A, -0,) 4.113)

2 ..

=U, + U, +%(UHN + 2l7t)
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4.6.5.1

Esquema del Factor & de Wilson para la Integracion Directa

I. Parametros Iniciales

I.1. Construimos las matrices M, C , K .

1.2. Dadas las condiciones iniciales U,,, U,, obtenemos U, :

i,=m"'(F, - U, - KU,)
L.3. Calculamos la matriz K< :
K = —6M + £ +
0°N* 0Dt
1.4. Actualizamos las variables:
Ut<—U0 5 U14—U0 ) Ut‘_UO

I1. Para cada Paso de Tiempo ¢ + At

II.1. Obtenemos el vector de fuerzas efectivo:
6M  3C J (6M

 +

eff — —
F =0F, 4 +(1 Q)Ft+(W+E

0Nt

I1.2. Resolvemos el sistema:
eff —re
K ¢ Ut+6At =F ¢

I1.3. Calculamos los vectores U,,p, Up ¥ U, ap:

6 6 . 3 ..
Ui :W(UH@A _Uz)_ﬁUz +(1_5jut
. . JAV A .

Uz+Az :Uz +7(U1+At +Ut)

. AR ..
Uz+Az :Uz +AtUz +T(U1+At +2U,)

I1.4. Actualizamos las variables:
Ut - Ut+At 5 Ut - Ut+At 5 Ut - Ut+At
Siesel caso F,,y, « F(t +O00,U op s U von» U vons ,)

Ir al paso II.1 con ¢+ At .

— 4+ 2CJU, + (2M +%CJU
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4.6.6 Meétodo de Houbolt

El método de Houbolt(1950) es un método mixto, y consiste en aproximar el campo de
desplazamientos por una funcién cubica en el tiempo que va de ¢ —2A¢ hasta ¢ + A, segin
la siguiente funcion:

U, (T)=ar’ +b1* +cr+d (4.114)

donde los coeficientes a, b, ¢ y d vienen dados por:

1
a= 6L [_ Uiop +3U, 5 —3U, Ut+At]
b= ; [Ut—At —2U, + Ut+At]
2087 (4.115)
1
c= @ [UI—ZAI —6U, 5 +3U, + 2U1+At]
d=U,
La primera y segunda derivada de (4.114) vienen dadas por:
U, (1) =3at? +2bT +¢
N «{® (4.116)
U, (T)=6at +2b
Haciendo T=A¢ obtenemos que:
U,.p =3at* +2bAt + ¢
. (4.117)
U,,p =6alt +2b

Reemplazando los valores de a, b y ¢ dados por (4.115) en las expresiones de (4.117)
obtenemos que:

. 1
Ut+At = E [1 1Ut+At - 18Ut + 9Ut—At - 2Ut—2At]
4.118)
. 1
Upne = A_t2 [2Ut+At —5U, +4U,_y, ~ Ut—ZAt]

NOTA: Este método es incondicionalmente estable pero proporciona amortiguamiento
artificial (amortiguamiento numérico) que es muy alto para una respuesta de baja
frecuencia.

Considerando la ecuacién de equilibrio en t+At, MU, 5 +CU,p, + KU, p, =F,p, ¥

reemplazando los valores de U,,,, y U, dados por (4.118), resulta que:

KU, =F7 4.119)
donde
k7= m+ L crk
Ar? 6/t
(4.120)
v 5M 3C AM  3C M C
F7=Fy* -+ U |5+ U.n* 5+t U~
A? A A? 201 A? 30
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Analogamente al método de la diferencia finita centrada el método de Houbolt necesita un
tratamiento previo en ¢ =0 para obtener los valores U,_,, v U,_,p, - Para ello expresamos

los valores de U, (1) y U,,. (1), dados por las expresiones (4.116), en T=0, resultando:

1

E [UI—ZAI - 6U1—At + 3Ut + 2U1+At]

Upo(T=0)=c=

: (4.121)
Upo(1=0)=2b= A_t2 [Ut—At -2U, + Ut+At]

Es decir, estamos aplicando en el tercer punto de integracion, ver Figura 4.11.

U@) a

UO+At

U,_
Up-an 0-4r

-2\t AYS 0 JAYS t

Figura 4.11: Método de Houbolt en #=0.

Aplicando las expresiones (4.121), en ¢ =0, resulta que:

o
Uy = E [UO—ZAt —6U)_p +3U, + 2U0+At]
(4.122)

w1
Uy _A_tz[UO—At —2U, +UO+At]

Partiendo de la expresion de la aceleracion dada por (4.122) despejamos U,,_p,

Ug-ne =00°U +2U, =Uyuy, (4.123)

Reemplazamos U,,_,, en la expresién de la velocidad (U,), dada por (4.122), y a su vez

despejamos U,,_,,, , oObtenemos que:
Uqoyp =60tU, + 60U, —8U,p, +9U, (4.124)
En t=0 el sistema de ecuaciones (4.119) vienen dados por:
K"Uqp =F7 (4.125)

donde
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2 11

KV =—=M+—C+K
A Gl 4.126
g g [SM 3O\, (M 3C, (M C), 120
o T\ T A )0 T A2 e )0 T A B )

Fijemos que U,_,, v Uy, también son funciones de la incégnita U,,,,. Reemplazando
los valores de U,_,, v U, dadas por (4.123) y (4.124) en el sistema de ecuaciones
(4.125) y reestructurando la expresion obtenemos el siguiente sistema:

KU, =F9 (4.127)
donde
k7= M3 crk
Ar? At
6M 3C 6M At (128
F =F,,, +|-—+— U, +|—+2C U, +| 2M +=C |U,
N EEAY: Y, 2

Resolvemos el sistema (4.127) obteniendo asi U,,,, que nos permite calcular los valores

Uy_p v Uy_oa através de las expresiones (4.123) y (4.124) respectivamente.

Es interesando observar que las expresiones dadas por (4.128) son las mismas obtenidas
por el método de la aceleracion lineal, ver expresiones (4.90).
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4.6.6.1 Esquema de Houbolt para la Integracion Directa

I. Parametros Iniciales
I.1. Construimos las matrices M, C , K .
L.2. Dadas las condiciones iniciales U,,, U,, obtenemos U, :
i,=m"'(F, - U, - KU,)

1.3. Calculamos las siguientes matrices:

k7= M+ cvk
At? At
i =r,, +[ M 30 [T ey, +[am + B e,
AVEELY; At 2

1.4. Resolvemos el sistema:

K7U 0+ = F

1.5. Calculamos los vectores Uy_p,, Ugons ¥ Uosars Upsn:
Upp =08°U0 +2Uy = Uy y Ugyp =680, + 60070 =8U ¢, +9U,

Uy, =00, +2U, -U,,,, 3 Uy =60tU, + 607U, —8U,,,, +9U,

1

) 1 .
Ujin :E[l W —18U, +9U_y, _2U0—2At] 5 Ugen :A_tz[2U0+Az —5U, +4U_p — UO—ZAt]

1.6. Calculamos la matriz efectiva K% :
k7= M+ ok
Ar? ]
1.7. Actualizamos las variables:
Ui ~Upn 5 Uy < Uy s U < Upipy,
I1. Para cada Paso de Tiempo ¢ + At
I1.1. Obtenemos el vector de fuerzas efectivo:
F¥ =F,, + (% + %)Ut - (% + j_gtjvt—m + (Aﬂtz + %jUt—ZAt
I1.2. Resolvemos el sistema:
KU, =F7

t+0t

I1.3. Calculamos los vectores U, , U,.p

. 1 .. 1
Ut+At :E[l 1Ut+At _18Ut +9Ut—At _2Ut—2At] 5 Ut+At =F[2Ut+m _SUt +4Ut—At - Ut—2At]

11.4. Actualizamos las variables:
Uy “Uipe 5 Uy <U 5 U < Upy
Sieselcaso F,,, « F(t + A, U,+A,,U,+At,ljt+m,...)
Ir al paso II.1 con ¢+ At .
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4.6.7 Metodo de Hilber-Hughes-Taylor (HHT)

El método HHT (también conocido como método alfa) utiliza los mismos campos de
desplazamiento y de velocidad empleados en el método de Newmark. La diferencia de este
método esta en el tratamiento de la ecuacién de equilibrio dinamico:

U.n=U, +AtU[ +(l_ﬁ[1 jAtZU; +5HAI‘2U,+A, Método de

- : 2.. .. Hilber- (4.129)
U =U,+(1-y, MU, +y, 0t U,,,, Hughes- .
MU, +(1+a,)CU,,, —a,CU, +(1+a,)KU,, —o,KU, =F,, | 190

con &, <0.

A través de la expresion del desplazamiento U,,,,, dado por (4.129), podemos expresar

U,.p como:

p—— Ly, -
t+0t ﬂHAtz /BHAt t 2ﬁH

Reemplazando la ecuacién (4.130) en la expresion de la velocidad U,,,, , dada por (4.129),

1 1. | .
(Un -U) Y (— - ljUt (4.130)

obtenemos que:

Y

Uin _ﬁ—HAt(U“A’ —Ut)+(1 —ﬂ—H]Ut +(1 ——H]AtUt (4.131)
H

i 26,

Reemplazando (4.130) y (4.131) en la ecuaciéon de equilibrio dinamico dada por (4.129),
obtenemos que:

KU, =F (4.132)
donde
+

K‘-f/.‘f: 1 2M+(1 aH)yHC+(1+aH)K

Byt Ot

. M (1+ay,)y

FY =F_, + + HIH c+a, K |U, +

" {BHM N i } ; (4.133)

M _yH(1+aH) : 1 _ _ _ Yu 3
+{ﬁHAt (1 P JC}Ut+HzﬁH IJM (1+aH)(l 2BH]AtC}Ut

En el caso particular ar;; =0 recuperamos el método de Newmark. Ademas tiene precision
de segundo orden y es incondicionalmente estable cunado:

%ls%so DYy =%(1—2a,,) : By =%(1—04H)2 (4.134)

Cuanto menor «, mayor sera el amortiguamiento numérico. El amortiguamiento

numérico es pequefio para una respuesta de baja frecuencia y sera alto para una respuesta
de alta frecuencia.
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4.6.8 Meétodo de Bossak

El método Bossak también utiliza los mismos campos de desplazamiento y de velocidad
que fueran empleados en el método de Newmark. La diferencia de este método esta en el
tratamiento de la ecuacién de equilibrio dinamico:

U =U, + 000, +( ﬁBJAt U, + 3,000,

Uy =U, + (1 =y DU, +y,00 U, Meétodo de Bossak (4.135)

(1 aB)MUHAt ta MU +CUt+At +KUt+At =F, t+0t

En el caso que oy =0 recuperamos el formato inicial del método de Newmark.

La condicién de estabilidad se cumple cuando:

ays— 5 B, V? : a3+ﬁ3_% (4.136)

-b-l»—ﬂ

1
2
A través de la expresion del desplazamiento U,,,,, dado por (4.135), podemos expresar

U,., como:

. 1 1 . 1 ..
v.,=—(U,., -U,)- U - -1|U
1+t ﬂBAfZ ( 1+t t) ﬁBAf t (2ﬂ3 ] t

Reemplazando la ecuacion (4.137) en la expresion de la velocidad U,,,, , dada por (4.135),

(4.137)

obtenemos que:

Upn = (P —Ut)+(1 —V—BJU, +[l —V—BJAtU, (4.138)

Y5
B gt B 20,

Reemplazando (4.137) y (4.138) en la ecuacién de equilibrio dinamico dada por (4.135),
obtenemos que:

KU, =F (4.139)
donde

K =(l_a5)M+ Vi ¢4k
B zAt* G gt

: 1=0y) ¥
Fef/ :Ft+ ) + ( B M+ B C
A {BBM Y } (4.140)

A=a) (1 ¥ ) elg (1m0 ay [y Yo
{ﬁgm (l BBHU”H 25, IJM (1 2ﬁ3]AtC}

4.6.9 Meétodo a-Generalizado

El método «-Generalizado fue introducido por Chung&Hulbert(1993), y considera la
siguiente ecuacién de equilibrio dinamico:
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MU[+At—am + CUHAt—af + KU[+At—Ozf = Fz+At—ozf ) Método o -Generalizado — (4.141)
donde
Uiinia, == )y +o, U, (4.142)
Upiio, == ),y + 0, U, (4.143)
Uiini-ap =1 ,)U,p +a,U, (4.144)
t=(-a,)(t+0)+a,t (4.145)
con
U, =U, + MU, + (; - @JMU, GO, (4.146)
Un =U, +(1= AU, + AU, (4.147)

Observemos que los campos de desplazamientos y de velocidades son los mismos
empleados para los métodos de Bossak y HHT. Andlogamente a estos métodos podemos

expresar U,,,, v U,,,, como:

.. 1 3 _L - L e

Ut+At - BAtz (U1+At Ut) ﬁﬂl‘ Ut (25 ljUt (4148)
: -V _ _yY 4
Ut+At - @(Uﬁm Ut)+ (1 ﬁ]U +( 2ﬁ ]AIU (4.149)

Reemplazando (4.142), (4.143), (4.144), y (4.148), (4.149) en la ecuacion (4.141) resulta que:

K’U,,, =F" (4.150)
donde
Bt Bt /
Fe[f:F + (l_Odm M+(1_a/)yC_OdKU +
ey GOt (At A
(l_am _ y( B f) ) (l_am)_ 1 _ _L -
J{ﬁAt M (1 5 jC}U, + Hzﬁ IJM (1-a, )(1 5 ﬁJAtC}U,
(4.151)

Podemos verificar que cuando o, =, =0 recaemos en las mismas expresiones dadas
por el método de Newmark, ver expresiones (4.57). Cuando o, =0 y «,, = recaemos

en el método de Bossak, ver expresiones (4.140). Cuando «,, =0 recaemos en el método
HHT.
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4.6.10 Método de Park-Housner

El método de Park-Housner es un método semi-implicito. La matriz de masa (M) es una
matriz diagonal y la matriz K se descompone en dos matrices triangulares, K =K, + K,

con K, =K/,

El algoritmo sigue a continuacion:

Construccion de K y de la matriz diagonal M ;

Construccion de las matrices K =K, + K,

Construccion de las matrices del sistema:
L=M@+afBM’M7'K,) ; Q=1+afA*M7'K,
Qruns = D[, + (1= )1, ]+ MU, + 500,

Resuelve los siguientes sistemas:

*

Lyt+At = gt+At 5 QUt+At = yt+At

Actualiza

Ut+At - %[U:mz _(1 _ﬂ)ut]

. (1-a),-
Ut+At “« E[Uﬁm _Ut]_ o Ut

4.6.11 Método de Trujillo

Trujillo (1977) presenté un método semi-implicito, aplicindolo en un problema dinamico
estructural lineal.

El método de Trujillo separa las matrices de rigidez y de amortiguamiento en dos matrices
triangulares superior e inferior.

K=K,+K, ; C=C,+C, (4.152)
La matriz de masa (M) es una matriz diagonal. A continuaciéon sigue el esquema de
Trujillo:

Sustitucién hacia a tras

_ At Ar? At Y; VS
UH% :K(S{M’fj(h _?KU:|Ut +7|:M+T(CL _CU):|Ut +?[Ft+m +Fz]}

con

Y, A?
K, =|:M+?CL +TKL:|

. 4 )
U 1 :_[U 1 _Ut:|_Ut

Sustitucién hacia adelante
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) At A? At At . At
U =Ko {M t5 G K }Uul +?{M +T(CU ~C )}Uﬁl +?[Ft+At +F
2 2
con
Y; At

K,=|M+=C, +—K

2) { 5 U ] U |

) 4 .
Uhw=—|U,-U |-U
At e A
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4.7 Ejemplos

Consideremos un modelo mecanico de un grado de libertad tal y como se muestra en la
Figura 4.12. En esta figura podemos apreciar un cuerpo de masa m que esta conectado a
dos dispositivos, uno elastico (S#uctural), caracterizado por un muelle de constante elastica
k , y un amortiguador con constante viscosa ¢ (Damping), éste es el responsable por la
disipacion de energia del sistema. El sistema es conservativo cuando ¢ =0.

u,u,u
% —_—
k
Fg=ku
N VVVVVY
o -
-l m
H |
§ c Fp=cu
T s T T

Figura 4.12: Modelo mecanico.

Cuando un cuerpo esta sometido a un campo de aceleraciéon, surge una fuerza de
resistencia al movimiento debido a su masa, a esta fuerza denominamos de fuerzas inercias
y viene dada por F, =mii (Inertia Force), donde ii =a es la aceleracion del cuerpo.

La ecuacién de gobierno para el problema inicialmente propuesto, Figura 4.12, se puede
obtener a través del equilibro de fuerzas:

F, +F, +F, =F() (4.153)

o aun:
mii +cu + ku = F(¢)
2 4.154
m—dzl+cﬂ+ku=F(t) ( )
dt dt
Si el cuerpo esta libre de fuerzas externas F(¢) =0, la ecuacion de gobierno se denomina de
vibracion libre.

La ecuacién (4.154) también se puede expresar de la siguiente manera:

., c . k F()
Uu+r—ut—u=——
m m m
(4.155)
., C . 2 F(t)
U+r—utwu=——
m m
donde definimos el parametro:
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w=,/— [oo] =rad /s Frecuencia circnlar natural (4.150)

4.7.1 Movimiento Oscilatorio
El modelo mecanico que representa un modelo oscilatorio viene caracterizado por un

cuerpo de masa m conectado unicamente por un dispositivo tipo de muelle de constante
elastica k , ver Figura 4.13.

B

Figura 4.13: Modelo mecanico de un problema oscilatorio.

Un movimiento oscilatorio es un sistema conservativo ya que no hay disipacion de energia.
La ecuacion de gobierno viene representada matematicamente por:

mii+ku=F =0 (4.157)
donde F =0 (vibracion libre).

Consideremos como ejemplo que m=26, k=21000, y F=0. Como condiciones de
contorno e inicia tenemos que:

u(t=0)=u, =2 ; u(t=0)=i, =-3 (4.158)

La solucién exacta viene dada por la siguiente funciéon harmonica:

Uy . k
u(t) =—Lsin(owr) + u, cos(wt) con W=,|— (4.159)
w m
Definimos también los siguientes parametros del modelo:
Frecuencia natural:
k
w . Frecuencia natural 4.160
f=—2="" =25 H, (+-160)
2 2
Periodo natural:
_ 1 .
T= 7 = 0,22108 sec  Periodo natural (4.161)
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A través de integracion numérica presentaremos los resultados con un incremento de
tiempo igual a At =0,01.

25 . :
Ver Figura 4.15 Ver Figura 4.1 6'd‘:sp.mara:
’ i i& .1y o
‘Hegn. e’
15 ‘defp. g )

05

05

25 L 1
0 05 ! 15 2
Figura 4.14: Curva desplazamiento x tiempo (At = 0,01).
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22 T
‘desp.mary’ ———
‘desp.rnat’
2r ‘desptry’ ———
Exacta ‘despexa’ ———
18 | \ ‘desp.tra’ ——
16 .
1.4 F .
Trujillo
12 F .
T 1 1 1
Newmark y =558 = ¢
0s8
s L Trapecio k
04 1 1 1 1 1 1 1 1
0.84 0.85 0.86 0.&7 083 0.a3 na 0.9 0.92 053
Figura 4.15: Curva desplazamiento x tiempo[0,84:0,93], (At = 0,01).
25 T
‘desp.mary’ ———
‘desp.rmar’
‘desptry’ ———
‘desp.exa’ ————
Exacta ‘desp.tra’ ———

2 - 4
15 F DY .
Trujillo-Newmark

A

Y
Trujillo
WA

r | i I

Newmark y =538 =+

Trapecio
05 1 1 1 1
1.72 1.74 1.76 1.78 1.8 1.82
Figura 4.16: Curva desplazamiento x tiempo[1,72:1,82], (At = 0,01).
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4.7.2 Vibracion Libre con Amortiguamiento

Consideremos un modelo mecanico, ver Figura 4.17, que representa el problema de
vibracion libre (F(¢) =0) con amortiguamiento (¢ #0).

B B 5

Figura 4.17: Modelo mecanico de vibraciéon libre con amortiguamiento.

Como visto anteriormente la ecuacién de gobierno viene dada por:

mii + cti + ku =0 (4.162)
o aun:
i+ i+ K=o (4.163)
m m

Asumiendo que u(r) = C,e" la expresion anterior queda:

2 +lgrk =g (4.164)
m m

Cuya solucion viene dada por:

(4.165)

Podemos tener tres posibilidades: radicando igual a cero (dos raices reales e iguales), mayor
que cero (dos raices reales y distintas) y menor que cero (dos raices imaginarias).

" Radicando ignal a cero (Amortignamiento Critico)

En este caso tenemos que.

2 K k
(Lj -——=0 = L:\/::w = c=2mw (4166)
2m m 2m m

En esta situacion el coeficiente de amortiguamiento recibe el nombre de coeficiente de
amortiguamiento critico:
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C. =2mW | coeficiente de amortignamiento critico (4.167)

De caracter general definiremos un parametro denominado de factor de amortiguamiento
(€) que sirve para indicar si el sistema esta submortignado ({ <1, amortiguamiento subcritico) o

superamortiguado ({ >1, amortignamiento supercritico), y viene definido por:

Z:i: ¢

c 2mw

c

factor de amortignamiento (4.168)

El caso particular que estamos analizado, cuando el radicando de la ecuacidon (4.165) es
igual a cero, tenemos que ( =1,y recibe el nombre de amortignamiento critico.

Aun de caracter general podemos reescribir la expresion (4.164) como:
57 +20(s + W =0 (4.169)

Cuya solucion viene dada por:
S1a =(—Zt\/12 —ljw (4.170)

En el caso de amortiguamiento critico, { =1, tenemos que s, , = ={W.

La solucién exacta de la ecuacion diferencial (4.163) viene dada por:

u(t)=e [, +wu, |t +u,}  con (i, #0;u, £0) (4.171)

" Amortignamiento supercritico ¢ >1

En esta situacion tendremos dos raices reales y distintas dadas por (4.170). Y la solucién de
la ecuacion diferencial (4.163) queda:

u(t)= Ae " + e~ 4.172)
donde

(4.173)

_a0+(z+\/ﬁjwuo . _—uo—[z—\/ﬁ)wuo
47 20y -1 Lo 202 -1

" Amortignamiento subcritico { <1

En este caso la solucién de (4.170) viene dada por:
Sip = (—z si1-02 )w 4.174)
Y la solucién de la ecuacion diferencial (4.163) queda:
u(t)=e_zwt[Asin[wt 1—Z2)+Bcos[oot 1—12)} (4.175)

o aun:
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~Zwt| o + (Wu

u(f)=e O sin(w, ) +u, cos(w,z) (4.176)

d

donde w, =wy1-1*

4.7.2.1 Ejemplo de Vibracion Libre con Amortiguamiento

En este ejemplo consideramos que m=0,0052, c¢=0,1, £=12. Con las siguientes

bl

condiciones iniciales:
u, =15 ; 1u,=0 (4.177)

A continuacion presentamos resultados utilizando integracion directa con un incremento
de tiempo igual a Ar =0,017 .

15 T T T

‘desp.mar’ ———
‘desp.tn’
‘desp.exacta’ ———
1 - -
Ver Figura 4.19
05 i :
bor . -ﬁ—__ﬁ
05 i
1 L I
0 oA 02 03 0.4 05 05
Figura 4.18: Curva desplazamiento x tiempo, (A =0,017).
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015 T T T
‘desp.mar’ ———
‘desp.t’ ———
a | Exacta J
‘desp.exacta’ ——
‘desp.nar2’ ———
005 ‘desp.tra’
0k
ans - Trujillo-Newmark
01 Trujillo |
018 1 1 R
Newmark y=5;8= ¢
02 i
025 R
\ Trapecio
0.3 L I I
0z 025 0.3 035 0.4

Figura 4.19: Curva desplazamiento x tiempo [0,2:0,4], (A =0,017).
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4.7.3 Ejemplos Diversos

4.7.3.1 Péndulo

Consideremos un péndulo como se muestra en la Figura 4.20.

Figura 4.20: Péndulo.

La ecuacion de gobierno viene dada por:
mL*® + mgLsin(0) + cLO=0 4.178)

Podemos reescribir la expresion anterior como:
m + % 6= —% sin(8) = F(z,0) (4.179)

Consideremos los siguientes parametros: L=10,0, m=10, ¢=2,0, g=10. Con las
siguientes condiciones de contorno e inicial:

B(r=0)=0 ; B(=0)=3 (4.180)

A continuacién presentamos resultados utilizando integracion directa con un incremento
de tiempo igual a At =0,05.
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9 T
‘desp.mar’
‘desp.mar’
8 'desp.exacta’ i
7k -
5 - -
1_1 L

Ver Figura 4.22 )

3 F 4
2 L 4
1 L .
o
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Figura 4.21: Curva desplazamiento x tiempo, (Af =0,05).
7 .
‘desp.mar’
‘degpriard’
68 | ‘desp exacta’ ‘\\5
BB |
6.4 |
B2 |
E L
o b Trujillo-Newmark
56 8
\Newmark y= %;,B = %
5.4
15 16 17 18 19 20
Figura 4.22: Curva desplazamiento x tiempo [15:20], (A =0,05).
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el mar'
el mard

el exacta’

1.5 : : : : : : :
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.23: Curva velocidad x tiempo, (At =0,05).
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4.7.3.2 Oscilacion-Relajacion de van der Pol

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial:
V+av? -1 +wv=0 (4.181)

conocida como ecuacién de oscilacion-relajacion de van der Pol. Podemos reestructurar la
expresion anterior como:

U—av +w’v=-av’v =F(t,v,V) (4.182)
Comparando con la ecuacion del movimiento:

miitoitku=F = i+Sa+ry=L (4.183)
m m m

F(,v,v
=-a, i:wz, —(t’ 2 ):—(]

Comparando (4.182) y (4.183) tenemos que: < vy,
m m m

Consideremos como ejemplo los siguientes valores: m=1, c=-0=-8, k=w’ =0,25, y
como condiciones iniciales que:

vie=0)=v,=1 ; VE=0=y,=3 (4.184)

A continuacién presentamos resultados utilizando integracion directa con un incremento
de tiempo igual a At =0,01.

25 .
‘desp.mar’
Ver Figura 4.25 desp.mar2 ]
E & B\ F\ ‘desp exacta’
158 ¢ 8
1 L u
0s r 8
|:| - .
05 8
1t i
15 ¢ .
ol /
25
1] 20 40 60 a0 100
Figura 4.24: Curva “desplazamiento” x tiempo, (Af =0,01).
Integracion Numérica en el Tiempo Por: Eduardo W. V. Chaves (2010)

Universidad de Castilla-I.a Mancha



INTEGRACION NUMERICA EN EL TIEMPO 401
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Figura 4.25: Curva “desplazamiento” x tiempo [50:70], (A =0,01).
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15 T
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Figura 4.26: Curva “velocidad” x tiempo, (A =0,01).
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Figura 4.27: Curva “velocidad” x tiempo[50:60], (At =0,01).
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150 I .
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100 F Ver Figura 4.29 ,
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Figura 4.28: Curva “aceleracion” x tiempo, (At =0,01).
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Figura 4.29: Curva “aceleracion” x tiempo([53:56], (At =0,01).
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A continuacién presentamos resultados utilizando integracion directa con un incremento
de tiempo igual a Ar =0,03.

‘desp.mar’

‘desp.mar2’
2 P"“Lﬁaaaa ’ T
1k Ver Figura 4.31 |
D - 4
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2 F Ly -
a 10 20 30 40 50 =il 70 a0

Figura 4.30: Curva “desplazamiento” x tiempo, (Af =0,03).
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Figura 4.31: Curva “desplazamiento” x tiempo [53:60], (At =0,03).
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A continuacién presentamos resultados utilizando integracion directa con un incremento
de tiempo igual a Az =0,05.

245 T
‘desp.mar’
‘desp.marz2’
5 esp.mar |
7
- %
1 Ver Figura 4.33 |
04 1
0 F 4
05 1
R J
15 F 1
2 F J
25 L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 50 70 80
Figura 4.32: Curva “desplazamiento” x tiempo, (Af =0.05).
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Figura 4.33: Curva “desplazamiento” x tiempo [53:60], (At = 0,05).
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La Figura 4.34 muestra la curva “desplazamiento” x tiempo para distintos valores de o .
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Figura 4.34: Curva “desplazamiento” x tiempo.
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4.7.3.3 Respuesta Harmonica Forzada sin Amortiguamiento

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial:
mii + ku = F, sin(Qt) (4.185)
donde Q es la frecuencia de la excitacion. Cuando Q =w la estructura entra en resonancia.

Consideremos como ejemplo los siguientes valores: m=4.5, k=3500, F, =100, Q =18,

y como condiciones iniciales que:
u(t=0)=15 ; u(t=0)=150 (4.180)

A continuacién presentamos resultados utilizando integracion directa con un incremento
de tiempo igual a Ar=0,01.
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‘desp.mar2’ ———

d i ﬂ e

- | RAR AR
u u Ver IFiguraq 436 ///— Lg

_D1 1 L L
0 1 2 3 4 ]

Figura 4.35: Curva desplazamiento x tiempo, (A =0,01).
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Consideremos ahora que las condiciones iniciales son:

ut=0)=0

3
Figura 4.36: Curva desplazamiento x tiempo|[3:3.5], (At =0,01).

i(1=0)=0 (4.187)

Ademas consideremos que Q =w. Con estas condiciones verificamos que el sistema entra

en resonancia, ver Figura 4.37.
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Figura 4.37

: Curva desplazamiento x tiempo.
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