Diferencias Finitas

4.1 Introduccion

La técnica de las diferencias finitas fue la primera técnica que surgié para resolver
problemas practicos en ingenieria. Hoy en dfa ésta técnica ya esta obsoleta con lo respecta a
solucién de ecuaciones en derivadas parciales, por ejemplo, solucion de problemas vigas,
placas, etc. Pero la técnica de diferencias finitas es hasta hoy bastante utilizada a la hora de
la integracion numérica en el tiempo.

4.2 Meétodo de las Diferencias Finitas

Consideremos una funcién y = y(x), definimos la derivada de y con respecto a x como:
Ay

V=B i & g 2 A=)
dx M—=0Ax A0 Ax

4.1)

donde y” indica la pendiente de la funcion en el punto x.

v 4 i Vi

X; X

Figura 4.1: Derivada de una funcion.
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Cuando Ax no tiendo mas a cero y si a un valor finito, ver Figura 4.2, la derivada en un
punto x; se puede definir de varias formas. Si utilizamos el punto que esta a la izquierda

(¥i21), diferencia finita por la izquierda, tenemos que:

i _ Ay Vi ~Vin
el e 4.2
v ( 7% R 42)
o utilizando el punto que esta a la derecha (y,,,),diferencia finita por la derecha, obteniendo asi
que:
o _[ Ay Yie — Vi
S o B e 4.3
v ( v 43)

donde denominamos que y(x;,) =y, ¥(x;)=y;, ¥(x;,;)=y;,;. Como podemos ver en la
Figura 4.2, al utilizar esta técnica estamos obteniendo un valor aproximado de la derivada
de la funcién, cuando Ax — 0 obtenemos asi el valor exacto de dicha derivada.

7] :
A v;" -valor aproximado.

(por la izquierda)

/
. --valor real
¢ -valor aproximado. %

(centrada) Yia

yi+l

v D valor aproximado.
(por la derecha

=

\J

Xi1 X Xit1 X

Figura 4.2: Derivada de una funcién por diferencia finitas.

Podiamos aun plantear otra posibilidad para obtener la derivada de la funcién en el punto
x;, a través de los puntos que estan a derecha y a la izquierda del punto, diferencia finita

centrada:

$co_ ﬂj Vit —Via
Vi (Ax i Ax 4.4)

Como podemos verificar a través de la Figura 4.2, 1a diferencia finita centrada se aproxima
mas al valor exacto. Verificamos también que la diferencia finita centrada, para la primera
derivada, es el valor promediado de la diferencia finita por la izquierda y por la derecha:
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(4.5)

A P4yl v o
Ax ), 2 2Ax

Analogamente podemos definir derivadas de orden superior, por ejemplo la derivada
segunda:

2 Y+ Ax) = y{x) _ plx) = plx +Ax)

Y _ lim A(QJ: lim Ax Ax (4.6)
Ax—0 Ax

Diferencia finita por la izquierda:

Ay A (MY A vy )1 (& Ay
Ax* ) Ax\Ax Ax Ax Ax\ Ax  Ax

_ (Vi Yi Y m Vi 4.7)
Ax Ax Ax

_ Vi =2yt Vi,

- o

Diferencia finita por la derecha:

Ay) A (A A (v v _ L (A Ay
AxZi Ax \ Ax Ax Ax Al Ax  Ax

:L Yieo " Vint _ Vit Vi (4.8)
Ax Ax Ax

Vi "2yt

= o

Utllizando la técnica de diferencia finita centrada la derivada segunda la podemos
aproximar por:

, Yinn =YVi Vi = Via
{A Y| o Ax Av Vi =2Vt Y 4.9)

AXZ i Ax AxZ

4.2.1 Diferencia Finita por la Izquierda

A continuacién definiremos una forma automitica de obtener los operadores Ay,A’y,---
cuando utilizamos la técnica de diferencia finita por la izquierda. Como hemos visto
anteriormente para la primera derivada tenemos que Ay =y, —y, ;, ver expresion (4.2). Si
queremos obtener el operador de la segunda derivada utilizando los puntos que estan a la

izquierda de x;:
Ny) A (M)A (yi—ra |- (410)
Ax* ) Ax(Ax) A\ Ax Ax? '

Aplicando una vez mas la definicion de derivada por la izquierda tenemos que
Ay, =y; =V, V A, =y, — Vi, v reemplazando en la expresion anterior obtenemos

quc:
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e 3 = e A2 (4.11)

e

(AZYJ _ Ay, =Ny (=)= (Vi — i) _ (Vi =2y, +yi2)

Luego definimos el operador A’y =y, =2y, + y,_, para el caso de diferencia finita por la
izquierda. Una forma automatica de obtener el operador es a través de la Figura 4.3.

Ay AZy A3y A4y
Vi \
Ay, -
/ \ N
Yia Ay,
\ . / \ R _
Vi Vi
(_) Vi / \ A2)’,-1/ \ A4J/i :
~__ ) / ~_ 3 _—
V-2 ANy,
/ \ . / 1
Vi3 Yiea
\ ) /
i3
v —
i—4

Figura 4.3: Diferencia finita por la izquierda.

Por ejemplo, para obtener el operador A'y a través de la Figura 4.3 localizamos el valor

4 . . . .,
A"y, y vamos restando los valores tal y como se indica a continuacion:

A4y = A3yi - A3yi—1 = (Azyi - Azyi—l )_ (Azyi—l - Azyi—Z ): Azyi - ZAzyi—l + Azyi—Z
=(Ay, = Ay, )= 208y, = Ay )+ (A, — Avis)
=Ay; =3Ay,, +3Ay,, Ay, (4.12)
= (v = 2ia) =30 =y )30 =)= 0is = via)
=Y =4y t6y ., =4yt iy

Con eso podemos definir la cuarta derivada a través de la diferencia finita por la izquierda
como:

il (4.13)

Ay yi =4y, +6y,, =4y, 5+,
Ax4
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4.2.2 Diferencia Finita por la Derecha

A continuacién definiremos una forma automitica de obtener los operadores Ay,A’y,---

cuando utilizamos la técnica de diferencia finita por la derecha. Como hemos visto
anteriormente para la primera derivada tenemos que Ay =y,,, — ¥;, ver expresion (4.3). Si

queremos obtener el operador de la derivada segunda utilizando los puntos que estan a la

izquierda de x;:
Nyl A (A A (Y =2 ) A — Ay, (414
Ax? ) Ax\Ax) Axl  Ax Ax® '

Aplicando una vez mads la definicion de derivada por la derecha tenemos que
AV =Vier = Vin ¥ AV, =y, —»; y reemplazando en la expresion anterior obtenemos
que:

( Azy] N A O =) = O =) G =2 90 @13

sz 2 sz AXZ

&

Luego definimos el operador A’y =y,,, —=2y,,, +, para el caso de diferencia finita por la
derecha. Observemos que solo utilizamos puntos que estan a la derecha del punto x;. Una
forma automatica de obtener el operador es a través de la Figura 4.4.

Ay Ay Ay Aty
A Vi \
/ Ayi :
\ B
Yin Azyi
/
T e
— \
/ Ayiis > Ny,
Vi3 \ Az)’i+2
/
> Ay,
Yita
Figura 4.4: Diferencia finita por la derecha.
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Por ejemplo, para obtener el operador A’y através de la Figura 4.4 es suficiente hacer:
Ny= Az)’m - Azyi = (Aylurz = Ay, )_ (Ayzur] - Ay, )
=Ay;, =20y, +Ay;
=iy = 142) =202 =0 )+ 0 = 3)
=YViez =i ¥3Vin — Vi

(4.16)

Con eso podemos definir la tercera derivada a través de la diferencia finita por la derecha
como:

(4.17)

Ny Vi =3V 3V — Vi
AP ) Ax®

4.2.3 Diferencia Finita Centrada

La diferencia finita centra utiliza los puntos que estan localizados simétricamente con
referencia al punto considerado. A continuaciéon definiremos una forma automatica de

obtener los operadores Ay,A’y,--- cuando utilizamos la técnica de diferencia finita
centrada. Una forma automatica de obtener el operador es a través de la Figura 4.4.

Ay Ay Ay Aty
Yita \
/ AViisn
y Ay \ AZy i
i+l i+l i+l
\ : / \ Al
AV / Yir1/2
Vi / A);i \ A2y, Ny \ A4y -
\ / | \ ;H / o
/ Ay / A3y1>1/2
Yinl A.);i—l \ Azyi—l
/ Ay, 5/
Yioa |
Figura 4.5: Diferencia finita centrada.
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En la Figura 4.5 la expresion Ay,,;,, caracteriza la diferencia finita tomada en el punto
entre X, y X;,. Por ejemplo, para obtener la primera derivada, en la Figura 4.5

localizamos Ay, que esta comprendido entre Ay,,,,, v Ay,,, Y sacamos el promedio:

Ay, = Ay + AV _ Vi =)+ =visy) _ i1 ~Vin
' 2 2 2

418
:(gj _ Vi1 ~Via ( )

Ax ). 2Ax
Segtin la Figura 4.5, para la segunda derivada A’y, =Ay,,,,, —Ay,_,, luego:

Azyi =AY A, =i =)=V = YVi) = Vi =2y Vi

- Azy _yi+l_2yi+yi71 (4.19)
A Ax>

Analogamente para la tercera derivada:

A3yi+1/2 + A3yi—2 _ (Azym - AZyi) + (AZJ’[ - AZyi—l)

Ay =
Vi > >
_ Az)’m _AZJ’H _ [Aym/z _Aym/z]_ [Ayi—l/Z _Ayi—3/2]
2 2 (4.20)
N0 =y) = G =)= =y - G = 10)]
2
_ Y2~ 2V 2y — Vi
2

Luego:

(4.21)

ANy _Yis =2y 2y, - Vi,
A ). 2Ax°

Observemos que cuando utilizamos diferencia finita centrada para las derivadas de orden
impar aparece en el denominador 2.

NOTA: Para la diferencia finitas de orden pares, A’y,A*y,A%y,---, los coeficientes son los

mismos coeficientes de la expresion binomial (a —b)", por ejemplo
(a—b)* =la* - 2ab +1b* (4.22)
con lo cual, los coeficientes son (1,-2,1). Analogamente
(a—b)* =la* —4a’b +6a’b* - 4ab® +1b* (4.23)

y los coeficientes son (1,-4,6,—4,1)
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4.3 Diferencia Finita para Derivada Parcial

Consideremos ahora la funciéon z=z(x,y). Las derivadas parciales la podemos aproximar
utilizando la técnica de diferencia finita centrada como:

% Ziy T Ziy 0%z _Zin -2z, +z,y;
ox ), ; 2007 o’ Ax?
5 (4.24)
a_Z _Zign T 0°z  Zijn =2z, ;+2;;,
W), 20y 7 P Ay?
Las derivadas parciales:
0’z _i(%j~i Zivy " Zimy |1 i(z )_i(z )
dyox y dy\dx) oy 2Ax 2Ax| 9y T gy T
’ (4.25)
0%z 1
o = A (Zi+l,j+l T Zisl,j-1 T Ll )+ +Zi—1,j—1)
yox ) Y
Y oA
i-2 i—1 i i+1 i+2
j+2
Ay
TS| J+l
Ay
O - - o) j
i=Lj (i) it
Ay
X j-1
i,j—1
Ay
j-2
Ay
Ax Ax Ax Ax Ax o
Figura 4.6: Diferencia finita.
2Z
Podemos también expresar en forma de operador la derivada ( j como:
YOx ), ;
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0°z ..
4hk =
: ij .‘

donde hemos adoptado Ax=h, Ay=k.

Analogamente

9%z _82 0’z _82 Ziny T22 Y20,
dyPox? ) oy lox? ) oy? h?

0%z 1 [ Zmgm _221+1J + Zi, 0 _ZZi,jH
oyiox® ) hkP\ 44z =2z tz g0 — 2z, Y20

La expresion anterior en forma de operador queda:

(4.26)

9%z

272
a2 2 | =
2 2
dy“ox” ).

. : (A 1 — 2V Vi

Como visto en el apartado de diferencia finita V| 2 Y T2V T Vi , con lo cual, la
Ax? Ax?
derivada parcial se puede representar por:
(azzj _Ziny T 2z, 2z, .27
2 - 2 :
ox iy Ax
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Analogamente

0%z _Zin T 221’,‘; +Zi i 408
ay2 i,j Ayz ( * )

Con eso, el Laplaciano Viz queda:

V2= a_ZZ + 9’z i+ =22, ;42 + Ziny — 22t 2 29
| o2 ayz - Ayz Ax2 (4.29)
iJ iJj

Ejemplo de aplicacion
Consideremos la siguiente ecuacion en derivadas parciales

v =-4 4.30
z=-1 (4.30)

donde z representa la deformacién de la membrana, cuyo valor en el borde de una seccion
es igual a cero. Consideremos una seccion cuadrada de lado b=6h como indica la Figura
4.7. Obtener el desplazamiento de la membrana z en la seccion dada.

e

z=0 z=0 z=0

z=0 ¢ O-
h
,20 L 2 3 12
I 5 s h
z=0 2 4 e
h
Z:O*\)3—\:5—ﬁ6—"5 y
AN
5
h
h

Figura 4.7: Malla de diferencia finita.

Solucién:

Podemos aprovechar la simetrfa de la secciéon y analizar solamente un cuarto de la seccion.
Ademas en este cuarto de seccion habra puntos que tendran los mismos desplazamientos,
con lo cual solo sera necesario analizar la mitad del cuarto de seccion, ver Figura 4.7.

Como visto anteriormente podemos aproximar el Laplaciano a través de diferencia finita
como:
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+z, —4z. . = (431)

2
Viz=z. 1t 2t 2 Yy i S

lj+

donde hemos considerado que Ax* =Ay* =h”. El operador puede ser representado por:

- (OG0 =5
ayzax y

Aplicando este operador en los puntos de la malla (1,2,---,6), sefialados en la Figura 4.7,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

[—4z, +2z, 1
z, —4z, +z; +z, 1
+2z, -4z +z —ha 1
> ) =—1 (4.32)
+2z, -4z, +2z; S |1
zy  +2z, —4z; +z, 1
i 4z —4z | 1
Reestructurando el sistema anterior obtenemos que:
-4 2 0 0 0 0|z 1
1 -4 1 1 0 0|z 1
0 2 -4 0 1 0 ||zz] -n'gll
= (4.33)
0 2 0 -4 2 0|z S |1
0 0 2 -4 1 ||zs 1
L0 0 0 0 4 -4z 1
Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior obtenemos que:
2 2 2
2209519279 . o 1403579 . . _ys5384674
S S S
52 B2 g (4.34)
z,=2125022 .z =2346152L 2 =259615—1
S S S
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