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1.1

1.2

(1. Los NGmeros Reales.

Intfroduccién

Aunque este capitulo estd dedicado a los niimeros reales, se introducen brevemente los conjuntos
de los nimeros naturales, enteros, racionales e irracionales. Se trata s6lo de dar una idea de como
surge el proceso de generacién de los nimeros reales a partir de deficiencias operativas de los
conjuntos anteriores.

El Conjunto de los Nimeros Naturales N

Intuitivamente el primer conjunto de nimeros que a uno se le ocurre es el de los niimeros
naturales. Este surge cuando uno se enfrenta al problema de contar. Sin embargo, la definicién
rigurosa de nimero natural no es trivial.

Definicion 1.1 — Nimero natural. Una forma de introducir el conjunto N de los nimeros
naturales es mediante los conocidos axiomas de Peano:

1.

kA wN

El 1 es un niimero natural.

Todo niimero natural n tiene un sucesor, que se denota por n™ =n—+ 1.

El 1 no es sucesor de ninglin nimero natural.

Si dos nimeros naturales tienen el mismo sucesor, entonces son iguales

Axioma de induccion: Si se tiene un conjunto al que pertenece el 1, y en la hipétesis
de que pertenezca el n, también pertenece su sucesor n', dicho conjunto es N.

® Segiin la bibliografia se utiliza “sucesor” o “siguiente”.

® Se considera el conjunto N de los nimeros naturales N = {1,2,3,...}

® Se utiliza la notacion N = {1,2,3, ...} en vez de una notacién que haga referencia al siguiente
o sucesor N={1,17 (17)* ... 1.



(2. Los NiUmeros Complejos

2.1 Introduccién

En el capitulo anterior se ha visto cémo los diferentes conjuntos de nimeros: naturales, enteros
y racionales, resultan insuficientes para resolver ciertos problemas. Por ello, se han ido ampliando a
otros conjuntos capaces de resolverlos. En este capitulo se verd que el conjunto de los ndmeros
reales tampoco es suficiente para resolver todos los problemas como, por ejemplo:
= Obtener la raiz de un niimero negativo. Ningiin nimero real elevado al cuadrado da el niimero
real —2.
= Resolver la siguiente ecuacién polindmica, que no tiene solucién en el conjunto de los
numeros reales:
5x*+x+1=0.

Ello quiere decir que ningin nimero real satisface la ecuacién anterior.
= Obtener la potencia de exponente no entero de un nimero negativo: (—3)" no estd definida.
» Calcular el logaritmo de un nimero negativo: log(—4) no esté definido.
Por ello, es necesario recurrir a otro tipo de nimeros que den solucion a estos problemas.
De esta forma surgen los nimeros complejos, que son definidos y analizadas sus propiedades
en los apartados que siguen.

2.1.1 Aplicacién

Una aplicacién de los ndmeros complejos es el estudio de los circuitos de corriente alterna
sinusoidal (ver Figura 2.1). Se resuelve el sistema de ecuaciones

(15— j8); —10L —5h =0
101y —(18+j4)h  +8k = [5:300 p —hbk
51, +8I —(16+j4) = [10,0]

En la Figura 2.2 se muestran funciones senoidales.



3.1

3.2

(3. Sucesiones de NUmeros Reales

Intfroduccién

Hay situaciones reales que se describen dando una lista de datos individuales. En este capitulo
se introducen unas herramientas matematicas llamadas sucesiones, que sirven para catalogar
situaciones de este tipo. Se estudiard el caso particular de sucesiones de nimeros reales y se vera
c6mo calcular el limite de las mismas.

m Ejemplo 3.1 La poblacién de un pais es de 55 millones y decrece a una tasa de 2.4 % por afio.
Escribir una expresion para calcular la poblacion durante los primeros n afios. ;Cudl es la poblacién
después de 5 afios?. Hallar la convergencia o divergencia de la sucesién de poblacién.

Solucion: La poblacién después de n aifios es 55.000.000 x (0.9760)". El valor de dicha expresion
paran =5 es 48.709.000.

= MATLAB 3.1
syms n
1imit (65000000% (0.9760) “n,n,inf)

Sucesion de Nimeros Reales
Definicion 3.1 Sucesion de niimeros reales Una sucesion de nimeros reales es una
aplicacion de f : N — R, tal que f(n) = x, es laimagen de n € Nen R.

Una sucesién de nimeros reales se puede ver como una coleccion infinita de elementos {x},x2,x3,...}
de forma que a cada elemento le corresponde una posicion concreta. Dicha sucesién se se denota
{Xn}nen o simplemente {x,} (también se puede denotar como (x,),cn)- Los elementos de una
sucesion se pueden representar de forma genérica mediante una expresién en funcién de n que
asocia a cada n € N el elemento que ocupa la posicion n—ésima de la sucesion. Dicha expresion es
el término general de la sucesion.

= Ejemplo 3.2 — Sucesion. El término general de la sucesion {x,} = —3,3,—3,3,—3,... viene



(4. Funciones reales de variable real

4.1 Introduccion

Es frecuente oir expresiones como las siguientes:
= La factura mensual del agua estd en funcién de los metros cibicos gastados.
= El precio del billete de ferrocarril depende de la distancia a que se encuentre el lugar a donde

vamos.
Estas frases hacen referencia a una dependencia entre determinadas magnitudes, y es en este sentido

en el que se va a definir el concepto matemadtico de funcién.

4.2 Funciones Reales de Variable Real

Una funcién f: X — Y esreal si Y C R (podemos considerar Y = R) y es de variable real si
X CR.

A lo largo del tema consideraremos la siguiente definicion.

Definicion 4.1 — Funcién real de variable real. Una funcién real de variable real
f:ACR — R esuna aplicacién de un subconjunto A C Ren R,

f: ACR — R
x — y=f(x).

1. El elemento f(x) se denomina imagen de x.

2. Se dice que y es funcion de x y se escribe y = f(x).

3. El dominio de f, se denota Dom(f), es el conjunto de los nimeros reales x para los cuales
tiene sentido f(x). A lo largo del tema supondremos que Dom(f) = A.

4. El conjunto de todos los valores imagen de elementos de A

fA) ={yeR/Axc A, f(x) =y} = {f(x)/xc A} CR,

se llama rango, imagen o recorrido de la funcién f y se denota Im(f). Entonces Im(f) es el
conjunto de niimeros reales y para los que existe x € A cony = f(x).



5.1

(5. Limites y Continuidad de Funciones

Limites de Funciones

El limite sirve para estudiar la tendencia de una funcién cuando su variable se aproxima a un
cierto valor.

m Ejemplo 5.1 La funcién de posicion
s(t) = —4.9¢> +200
da la altura (en metros) de un objeto que cae desde 200 m de altura (ver Figura 5.1). Calcular el
Iimite A
tim S =58 395

t—4 t—4
que da la velocidad del objeto cuando ¢ = 4.

Figura 5.1: Gréfica de la funcién s(¢) = —4.9¢% +200.

s MATLAB 5.1
syms t
s(t)=-4.9%t~2+200;



(6. Calculo Diferencial.

6.1 Movimiento a lo largo de una linea recta.

Un vehiculo se mueve, sobre una pista recta, a una velocidad constante de v(t) = 20km/h. La
distancia recorrida por el vehiculo después de 1 h es 20 km y después de 2 h son 40 km.

(Cudl es la distancia recorrida por el vehiculo, s = f(z), después de ¢ horas?.

La distancia recorrida por el vehiculo, s = f(z), después de ¢ horas es f(t) = v(t) = 20 ¢ (ver
Figura 6.1).

60 /

40 i

v(t) velocidad
f(t) distancia recorrida

20—

Figura 6.1: Velocidad y distancia recorrida por un vehiculo.

Si estudiamos el desplazamiento del vehiculo en el intervalo de tiempo ¢ € [1,2], vemos que en
t = 1 el el vehiculo ha recorrido 20km y en el instante ¢ = 2 el vehiculo ha recorrido 40km.

(Cudl es el incremento del tiempo?. ;Cudl es el incremento del desplazamiento?.

El incremento del tiempo es At =2 — 1 = 1 y el incremento del desplazamiento Af = f(2) — f(1)
en dicho intervalo, es de 20km.



(7. Cdlculo de Primitivas

7.1 Primitiva e Integral Indefinida

Definicion 7.1 — Funcién primitiva. Sea f : I — R una funcién real de variable real
donde / es un intervalo. Se denomina primitiva de f a cualquier funcién F : I — R real de
variable real, derivable en todo x € I y que cumple

F'(x) = f(x),Vx el (7.1)

Teorema 7.1 — Unicidad de primitiva. Dada F(x) una funcién primitiva de f(x), cualquier
otra primitiva G(x) es de la forma

siendo C una constante.

Definicion 7.2 — Integral indefinida. Se denomina integral indefinida de f(x) al conjunto
de todas sus funciones primitivas y se denota

siendo C una constante.

7.2 Propiedades de las integrales indefinidas

Proposicion 7.1 Sean f,g: I C R — R funciones reales de variable real, y k € R, se
cumplen las siguientes propiedades:

1. Propiedad aditiva del integrando.
La integral indefinida de la suma (diferencia) es la suma (diferencia) de las integrales




8.1

8.2

(8. Integracion de Funciones Racionales

Intfroduccion

Dadas dos funciones polinémicas P(x) y Q(x) de grados n y m, respectivamente, una integral
se dice que es racional si se puede expresar de la forma

/R(x)dx = /

En este capitulo se estudiard el procedimiento para descomponer una integral racional en suma
de otras integrales que son inmediatas de calcular.

P(x)
O(x)

dx. (8.1)

El Numerador P(x) es de Grado Igual o Superior al del Denominador Q(x)

Dada una funcién racional %, donde el grado del numerador es igual o superior al del

denominador, si se efectda el cociente

P(x)
Q(x)

e K
=C( )+Q(x)’ (8.2)

siendo C(x) el cociente, R(x) el resto y grado de R(x) menor que el de Q(x), la integral queda:

/ (x) a’x:/C(x)dx—i-/

p (%)
Q(x)
La integral / C(x)dx es inmediata y la integral /

R
dx. 8.3
o ®-3

R(x)
QO(x)

del denominador, se resuelve en la siguiente seccidn.

dx con grado del numerador menor que el



9.0.1

(9. Integracion de Funciones Irracionales

En este capitulo se se verdn métodos para transformar integrales irracionales en racionales,
facilitando as{ su célculo.

Toda funcién racional es integrable mediante funciones elementales. No ocurre lo mismo con
las funciones irracionales, ya que en general, sus primitivas no pueden expresarse mediante las
funciones que se manejan en la matemadtica elemental. Sin embargo hay algunos casos en que tal
expresion es posible. A continuacion se citan algunos.

Integrales del tipo /R(x%,xg,-.-,x%) dx,

Considerar la integral del tipo

m P u
I= /R(x?,m,...,x?) dx, 9.1

m V4 u ., .
donde R(x»,x4,...,xv) esunafuncién racional, y —,

S|3

u
p X € Q. Tomando, g =m.c.m(n,q,...,v),
q v

se tiene que para ciertos m’, p’,u’ € 7Z,

/

~

m m p p u u
PRI
Realizando el cambio de variable
x=t* | dx=pu* !, 9.2)
la integral de la Expresion (9.1) se transforma en:
1= /R(x%,x%/,...,x%) dx = /R(t’"',ﬂ”',...,t”’)ut“*1 dt, 9.3)

que es una integral de tipo racional.



(10. Integracion de Funciones Trascendentes

10.1 Introduccién

En general, las integrales de funciones trascendentes no se pueden expresar mediante funciones
elementales. Sin embargo alguna de estas integrales se pueden transformar en funciones racionales
usando los cambios adecuados.

10.2 Integrales de Tipo Racional en Funciones Exponenciales
Considerar integrales de la forma
I= /R(ax) dx, (10.1)

donde R es racional.

1
Haciendo el cambio de variable a* =t = x =log,t = dx = 9% e, y sustituyendo en (10.4), se
tiene
x "R(1)

1= /R(a )dleogae/ - dt, (10.2)
que es racional en ¢. Este procedimiento es generalizable a toda integral de la forma

= / R(f(x)) dx, (10.3)
donde R sea racional y la funcién inversa de f(x), ¢ (x), admita derivada racional, porque en ese
caso,

fx)=t=x=0@1)=dx=¢'(t) dt. (10.4)

Sustituyendo en (10.3), se tiene una expresion de la forma:

1= / R(f(x)) dx = / R(1)9' (1) dx, (10.5)

que es racional.



(1 1. Integral Definida

11.1 Movimiento a lo largo de una linea recta

v(t)=50

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t

= Ejemplo 11.1 Supongamos que un vehiculo se mueve con velocidad 50km/h durante 2 horas, a
lo largo de una linea recta.

(Cudl es la distancia recorrida por el vehiculo?

La distancia recorrida por el vehiculo coincide con el drea del rectdngulo anterior.

m Ejemplo 11.2 Un vehiculo se mueve a lo largo de una trayectoria recta con una velocidad
1
v(t) = 10m/s + (2.0m/s*)t — E(O.IOm/s3)t2.

Consideremos la funcién v(r) = 10+ 2.0r — %O.IOt2 en el intervalo 0 < ¢ < 30. Dicho intervalo
se ha subividido en n = 6 subintervalos de amplitud At = 5. Se puede observar que la velocidad
cambia en cada subintervalo [t;,_1,#;] (la amplitud del subintervalo es Af; = 5, parai = 1,...,6). En
cada subintervalo [f;_1,7;] se ha considerado su punto medio ¢; y se ha aproximado la velocidad en
el mismo como v(¢;).



(12. Aplicaciones de la Integral

12.1 Cadilculo de Areas Planas

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en el intervalo compacto [a, b].

= E] célculo del 4rea de la regién del plano limitada por el eje x y un arco de curva dada
mediante su ecuacion cartesiana explicita y = f(x), con f(x) > O en [a,b], y las rectas x = a
y x = b conduce al concepto de integral definida:

A= /bf(x)dx. (12.1)

» Sila funcién f(x) <0 en [a,b], el drea del trapezoide limitado por y = f(x), el eje x y las
rectasx=ayx=>bes

A=— / ’ f(x)dx. (12.2)

= Si la funcién f(x) cambia de signo un nimero finito de veces en el segmento [a, b], entonces
se puede descomponer la integral a lo largo de dicho segmento, en la suma de integrales en
los segmentos parciales, de forma que dicha integral es positiva donde f(x) > 0 y negativa
en otro caso.

= Ejemplo 12.1 — Integral. La integral de la funcién f(x) = sinx (ver Figura 12.2), en el intervalo
[0,27] es

2w
1= / sinxdx = [—cosx]3" = —cos(27) 4 cos0 = 0. (12.3)
0

En la Figura se puede observar que f(x) > 0 para x € [0,7] y f(x) < 0 para x € [7,27] y que en
estos intervalos el drea delimitada por f(x) es la misma.

= Ejemplo 12.2 Hallar el drea encerrada por la gréfica de la funcién f(x) = cosx y el eje OX, desde
x=0hastax = b con b € [0,7/2]. Calcular el drea cuando b = /2.



(13. Series de NUmeros Reales

13.1 Introduccién
Definicién 13.1 — Serie de nimeros reales. Dada una sucesion de nimeros reales
{an}7_, v 1a sucesion de sumas parciales {S,};_, definida como

n
Sp=a1+ayt+az+---+a, =Y a. (13.1)
k=1

El par de sucesiones ({a,},{S,}) se denomina serie de nimeros reales.
La serie de ndmeros reales se representa como

i a. (13.2)
n=1

13.2 Cardcter de una serie
Definicion 13.2 — Serie convergente. Se dice que una serie es convergente con
suma S € R si la sucesion {S,} de sumas parciales tiene limite finito Sy se escribe

Y a,=S5. (13.3)
n=1
= Ejemplo 13.1 — Serie convergente. En el siguiente ejemplo se estudiard la convergencia
de la serie
d 1
. 13.4
n; n(n+1) (134

En primer lugar se construye la sucesion de sumas parciales

noo
{Sn} = {kg ) } (13.5)




(14. Series de Potencias

14.1 Series de potencias

Definicion 14.1 — Serie de potencias. Una serie funcional de la forma

Zak(x—c)k:a0+a1(x—c)+a2(x—c)2+... (14.1)
k=0
se llama una serie de potencias en (x — ¢). Los ndmeros ag,aj, ... se llaman coefi-

cientes de la serie de potencias, y estudiaremos sélo el caso en que los coeficientes, x
y ¢ son nimeros reales.

Teorema 14.1 — Convergencia de una serie de potencias. Dada una serie de

potencias ¥ a; (x —c)¥ se verifica una y s6lo una de las siguientes propiedades:
k=0

@) La serie converge para todo x.

b) La serie converge solamente para x = c.

c¢) La serie converge absolutamente para x perteneciente a un intervalo abierto (¢ — R, ¢+
R) y no es convergente para |x —c| > R.
Para los extremos del intervalo hay que estudiar la serie en cada uno de ellos.

Definicion 14.2 — Radio de convergencia. El nimero R que aparece en el Teore-

ma 14.1 se denomina radio de convergencia de la serie de potencias ¥, a; (x —c)~.
k=0

Definicion 14.3 — Intervalo de convergencia absoluta. Elintervalo (c—R,c+R)
que aparece en el Teorema 14.1 se denomina intervalo de convergencia absoluta de la

serie de potencias ¥ a; (x —c)*.

Se puede usar el criterio generalizado del cociente o de la raiz para demostrar que el campo de
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