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7.1 Cosenos directores

Se puede determinar la direccién de un vector no nulo V = vqi + voj + v3k, por los
angulos «, By v que forma V con los ejes coordenados. Estos angulos se llaman los
dngulos directores de V y sus cosenos se llaman los cosenos directores de V.
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De donde se obtiene

vi=vei=|"V| || cosa,
va=vej= 7] |llcoss, (1)
v; =V ek =|[V|] |[k|] cos~.
Tomando p = ||v|],
cosa = —,
v2
cos B = —, 2
; @
3
cosy = —,
p
Vi
cosa = ————
1/v12 + v22 + v:,?
V2
cosff= ———, 3)
1/v12 + v22 + vg
v3
cosy =



7.1 Cosenos directores

La ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto P = (v1, v2, v3)

es
0z 0z
z—v3=——(P)(x = vi) + o= (P)(y — w2), 4)
Ox Jy
. 0z 0z . .
el vector normal a dicho plano es + (—(P), —(P), 71>, seglin lo visto en la
Ox dy
ecuacién (3)
1 0z 0z
=4/1+ (52 (P)? + (5-(P))* (5)
| cos | Ox Oy
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7.2 Area de una superficie

Consideremos la superficie z = f(x, y) que se proyecta en el dominio D en el plano xy,
tomamos una particién de dicho dominio de forma que cada rectangulo de la particién
le corresponde un “parche” de superficie, estos parches son planos tangentes a la
superficie. El drea o de la superficie se puede obtener como

dx d
0://da':// kil ://1/1+23+z§dxdy. (6)
D D |cos| D
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7.2 Area de una superficie

Nota
En la férmula anterior, la relacién entre la superficie y el dominio debe ser biunivoca.
En la Figura, se puede observar que la proyeccion sobre el plano xy no es un dominio,
es una curva, en este caso
dx dy dx dy
= = =0
cosy cos0

do ()

En este caso, hay que proyectar sobre otro plano, o calcular el drea mediante una
integral curvilinea.
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7.2 Area de una superficie

Teorema (7.2 Area de una superficie)

Supongamos que la funcién f(x, y) tiene derivadas parciales f y f, continuas en una
region D del plano xy. El drea de la porcién de la superficie z = f(x, y) que estd sobre
la region D es

o= [ [ 1+ GG + (5 (xx)) ax . -

Nota

Si proyectamos sobre el plano xy, el drea de la superficie se puede calcular como

U://DX /14 ()2 + (2)? dx dy. (9)

Si proyectamos sobre el plano xz, el drea de la superficie se puede calcular como

o://D 1+ 052 + (v2)? x dz. (10)

Si proyectamos sobre el plano yz, el drea de la superficie se puede calcular como

U://;Z\/1+(Xy)2+(Xz)2 dy dz. (11)
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7.2 Area de una superficie

Nota

Si la superficie estd dada en implicitas F(x,y,z) = 0 con F, # 0, entonces el vector
|Fz]

[F2+F2+F2’
\/F2 4+ F2 4+ F2
o= // ——— dx dy, (12)
Dy

|Fz|

normal es £(Fx, Fy, F;) y |cosy| = el drea de la superficie es

siendo Dy, la proyeccién de la superficie o sobre el plano OXY .
Nota

Si la superficie estd dada en paramétricas x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) para
(u,v) € D C R?, el drea de la superficie es

=/,

S(u,v) = x(u,v) i+ y(u,v)j+ z(u,v) k.

oS S
B0 X EH du dv, (13)

siendo
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Ejercicios

Ej. 1 Dados, el paraboloide x = y? + z2, el cilindro parabdlico x = 4y?, y el plano

Ej.

Ej.

Ej.

Ej.
Ej.

Ej.

x=1:

1.1 Hallar el drea de la porcién de superficie de paraboloide limitada por el cilindro y el

plano.

1.2 Hallar el drea de la porcidén de superficie de cilindro limitada por el paraboloide y el

plano.

Calcular el drea de la superficie
3z = V2(x + y)*/?,

interior al prisma x =0, y =0, x4+ y = 3.
Calcular el drea de la superficie (plana),
z=6—x,
limitada por los cilindros y = v/x, y = 2/x situada en el primer octante
(x>0,y>0,z2>0).
Plantear el drea del cilindro y = v/x, limitado por z=0y z =6 — x.

4.1 Como una integral curvilinea.
4.2 Como una integral doble.

Calcular el 4rea de la semiesfera x2 + y2 +2z2—a2=0con z > 0.
Plantear el drea de la superficie de ecuaciones paramétricas

x=u y=v,z=1—uv2conu,v>0yu+v<1.

Hallar el drea de la superficie de ecuaciones paramétricas

x=cosu cosv, y =cosu sinv, z=sinucon0<u<n/4,0<v<u
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