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4.1 Puntos y Vectores

En Geometria analitica se manejan simultdaneamente y casi sin diferenciar dos
conjuntos diferentes: uno de puntos, que llamaremos E3 y otro de vectores (el espacio
vectorial de los vectores libres del plano), que denominaremos V3.

Ambos conjuntos estan relacionados mediante la aplicacién

f:E3><E3~>V3

definida mediante: L
(0, X) = OX, (1)

es decir, que a cada pareja de puntos le hacemos corresponder el vector que los une en
el sentido primero-segundo
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4.1 Puntos y Vectores

function dibujaPunto3D(punto)
plot3(punto(1), punto(2),punto(3),’.b’,’MarkerSize’,10);
grid on;
axis equal;
xlabel (’Ejex’);
ylabel (’Ejey’);
zlabel (’Ejez’);
end

%Ejemplo 1 (Dibujo punto con Matlab)
dibujaPunto3D([4,3,-1])

hold on

dibujaPunto3D([-1,2,-3])
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4.1 Puntos y Vectores

function dibujaVector3D(posicion,vector,color)
quiver3(posicion(1), posicion(2),posicion(3),vector(1l),vector(2),vector(3),
grid on;
axis equal;
xlabel (’Ejex’);
ylabel(’Ejey’);
zlabel (’Ejez’);
end

%Ejemplo 2 (Dibujo vector con Matlab)
dibujaVector3D([4,3,-1],[-5,-1,-2],’b’)
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4.1 Puntos y Vectores

%Ejemplo 3 (Suma de vectores)
dibujaVector3D([0,0,0],[2,1,-3],’b’)

hold on

dibujaVector3D([0,0,0],[1,-2,-1],°r’)
dibujaVector3D([0,0,0],[2,1,-3]+[1,-2,-1],°g’)
legend(’u’,’v’,’u+v’)

grid on

%Ejemplo 4 (Diferencia de vectores)
dibujaVector3D([0,0,0],[2,1,-3],’b’)

hold on

dibujaVector3Dn([0,0,0],[1,-2,-1],’r’)
dibujaVector3n([0,0,0],[2,1,-3]-[1,-2,-1],°g’)
legend(’u’,’v’,’u-v’)

grid on

%Ejemplo 5 (Producto de un vector por un escalar)
dibujaVector3D([0,0,0],[2,1,-3],’b’)

hold on
dibujaVector3D([0,0,0],2%[2,1,-3],’g--")
legend(’u’,’2u’)

grid on
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4.1 Puntos y Vectores

%Ejemplo 6(Producto de un vector por un escalar)

dibujaVector3D([0,0,0],[2,1,-3],’b?)

hold on

dibujaVector3D([0,0,0], (-2)*[2,1,-3],°g--")
legend(’u’,’-2u’)

grid on

%Ejemplo 7(Producto de un vector por un escalar)

dibujaVector3D([0,0,0],[2,1,-3],’b’)

hold on
dibujaVector3D([0,0,0],(1/2)*[2,1,-3],’g--")
legend(’u’,’-2u’)

grid on
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4.1 Puntos y Vectores

Dibuja la curva {x = u,y = 1?/2,z = u3/6} y tres vectores situados en el punto de la
curva que se obtiene para u = 1.
syms u real
curva=[u u~2/2 u~3/6];
fplot3(curva(l),curva(2),curva(3),[0,2]);
hold on
dibujaVector3D([1, 1/2, 1/6]1,[2/3, 2/3, 1/3]1,°r?)
dibujaVectoraD([1, 1/2, 1/6]1,[-2/3, 1/3, 2/31,°g’)
dibujaVector3D([1, 1/2, 1/6],[1/3, -2/3, 2/3],’b’)
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4.2 Sistemas de Referencia

Definicién (4.1 Sistema de Referencia en E3)

El conjunto {O; {u1, Uz, T3}}, constituido por un punto O, denominado origen y una
base {U1, T2, U3} de V3, se denomina sistema de referencia en Ez.

Todo sistema de referencia en E3 permite identificar cada punto de E3 mediante sus
correspondientes coordenadas.

Definicién (4.2 Coordenadas de un punto de E3)

La aplicacién f, permite asociar a cada punto X de E3 un vector x de V3. Se llaman
coordenadas de un punto X € E3 a las componente de su vector asociado X € V3
respecto de la base {u1, Uz, uz}.
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4.2.1 Cambio de Sistema de Referencia

Sean dos sistemas de referencia {O; {T1, T2, T3}} y {Q*; {Ui‘,ﬁ;,ﬂ;}}, donde.

(o1, 02, 03) son las coordenadas de O* respecto del primer sistema de referencia, y
(o1, 02,a3), (B1,B2,63) y (71,72,73) son las componentes de los vectores Ty, T3 y
U} respecto de la base {1, T2, U3}, respectivamente. Entonces, si (x1, x2,X3) y

(x{', x5, x3) son las coordenadas del punto X, respecto de los sistemas de referencia 1
y 2, respectivamente, puesto que OX = 00* 4+ O* Xse tiene:

x1 = or+xfar+x3B61+x3m
x2 = o+ Xxfar+ x50+ x5y (2)
x3 = 03+ xfas+xB3+x373,

que en forma matricial puede escribirse:

X1 ar b1 o oa X{
X2 _ ax B2 M o X5 3)
x3 B az B3 3 o3 x5 |

1 0 0 0 1 1
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4.2.1 Cambio de Sistema de Referencia

%0btiene las coordenadas de un punto en un nuevo sistema de referencia.

function coordenadaspunto=cambiosistema(alphal,alpha2,alpha3,betal,
beta2,beta3,01,02,03,punto)
matriz=[alphal betal gammal ol;alpha2 beta2 gamma2 02;
alpha3 beta3 gamma3 03;0 0 0 1];
coordenadaspunto=inv(matriz)* [punto(1) punto(2) punto(3) 1]’;
end
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4.3.1 Plano Determinado por Tres Puntos no Alineados

Considérese el sistema de referencia R = {O; {u1, U2, u3}}. Un plano puede quedar
determinado por tres puntos no alineados.

Sean estos P, Q y R, de coordenadas (p1, p2, p3), (q1,92,93) y (r1, r2, 13)
respectivamente en el sistema de referencia dado y sean p, g y 7, sus vectores de
posicién relativos al mismo.

Ecuacién vectorial

Sea X un punto de dicho plano de coordenadas (x1, x2,x3), y sea X su vector de
posicién,

X=P+A(@-p)+p(r—p)

que es la condicién que deben cumplir los vectores de posicién de todos los puntos
plano determinado por los puntos P, Q@ y R. Los vectores ¢ — p y ¥ — p definen la
direcciéon del plano.

Ecuaciones paramétricas

La ecuacién (4) es equivalente a las tres ecuaciones escalares siguientes, llamadas

ecuaciones paramétricas del plano

x1 = p1+ Maqr — p1) + pu(rn — p1)
x2 = p2 + Mgz — p2) + p(r2 — p2)
x3 = p3 + A(q3 — p3) + p(r3 — ps).

(4)

del

®)

Para hallar puntos del plano determinado por las ecuaciones paramétricas (5) bastarfa

con dar valores reales a los parémetros \ y .
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4.3.1 Plano Determinado por Tres Puntos no Alineados
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4.3.2 Condiciéon para que Cuatro Puntos sean Coplanarios

Se ha visto que para que los puntos P, Q, R y S sean coplanarios, o lo que es lo
mismo, para que el punto S pertenezca al plano determinado por los puntos P, Q y R,
se tiene que verificar, segtin (4), que el vector 5 — p sea combinacién lineal de los
vectores g — p y ¥ — p lo que se puede expresar algebraicamente mediante la condicién:

q—pP1 q2—pP2 q3—pP3

n—p1 n—p2 rn—p3 =0 (6)
SI—p1 S2—p2 S3—p3
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4.4 La Recta

Considérese la recta determinada por dos puntos P y Q de coordenadas (p1, p2,p3) ¥
(g1, g2, q3) respectivamente, en el sistema de referencia R = {O; {U1, T2, U3 }}.

m
/X

Ecuacién vectorial de la recta Sea X = (x1, x2, x3), un punto de dicha recta.

x|

=p+A(G-h) )

que es la ecuacién vectorial de la recta determinada por los puntos Py Q, siendo el
vector m = q — p el que define la direccién de la recta.

Cristina Solares Geometria Analitica



4.4 La Recta

Ecuaciones paramétricas de la recta De la Expresién (7), escribiendo la igualdad de
coordenadas de los dos primeros miembros de la ecuacién resulta

x1 = p1+ a1 — p1)
x2 = p2 + MNa2 — p2) (8)
x3 = p3 + Mgz — p3)

que es la ecuacién paramétrica de la recta. El parametro es A\, que al cambiar genera
los diferentes puntos de la recta.

Ecuaciones clasica y continua de la recta Eliminando el pardmetro A de (8), , es
decir, despejando A en una de ellas y sustituyendo en la otra, resulta

X1—p1 _ X2—p2 _ X3~ p3 9)

gu—p1 @—Pp2  G3—p3

que es la forma cldsica de la ecuacién de la recta. La ecuacién anterior expresa el
paralelismo de los vectores PX y PQ.
Llamando a=q1 — p1, b= g2 — p2 y ¢ = g3 — p3, la Ecuacién (8) se convierte en

X1—p1 _ X2—p2 X3~ p3 (10)

- - )

a b c

que es la ecuacién en forma continua de la recta. La ecuacién anterior expresa el
paralelismo de los vectores PX y m = (a, b, ¢).
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4.4 La Recta

%Recta que pasa por dos puntos P y Q.

function recta3D(P,Q)
syms t
v=Q-P;
x = P(1) + t¥v(1);
fprintf (’x=Ys \n’,x);
y=P(2) + t*v(2);
fprintf (Cy=Ys \n’,y);
z=P(3) + t*v(3);
fprintf (’z=Ys \n’,z);
fig=fplot3(x,y,z)
axis equal;
xlabel (’Ejex’);
ylabel(’Ejey’);
zlabel (’Ejez’);

end

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos P = (4,2, —1)
y Q =(0,2,3).
recta3D([4,2,-1],[0,2,3])
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4.6 Ecuacién General del Plano

Sean
X1 = p1 + Aup + pvy
X2 = p2 + Auz + pvo (11)
X3 = p3 + Auz + pvs

las ecuaciones paramétricas del plano m que pasa por el punto P = (p1, p2, p3) y cuya
variedad de direccién es la engendrada por los vectores (u1, u2, u3) y (vi, v2, v3). Sea
X un punto del plano de coordenadas (x1, x2, x3), el sistema lineal anterior en Ay p
tiene que ser compatible y determinado, luego

X1—pP1 t1 w1
xp—p2 up vy | =0. (12)
X3 — pP3 uz v3
Desarrollando el determinante se obtiene
(31 — p1)(v2vs — u3v2) + (x2 — p2)(u3vi — t1v3) + (x3 — p3)(u1ve — pv) = 0 (13)

haciendo a = wov3 —uzvp, b=u3vi —u1v3, c = uivo —upvi y d = —p1a— pob — psc,
se puede poner como

axi +bxx+cx3+d=0 (14)

que es la ecuacién general del plano y donde a, b, c y d son niimeros reales no
simultdneamente nulos. El vector (a, b, c) es normal al plano.
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4.6 Ecuacién General del Plano

%Ecuacion general de un plano que pasa por tres puntos P, Q, R
function plano3D(P,Q,R)
syms X y z
u=Q-P;
v=R-P;
ecu=det ([x-P(1) y-P(2) z-P(3);
u(1) u(2) ul@);v() v(2) v(3)1);
fprintf(°%s %c %d \n’,ecu,’=’,0);
syms t s
fsurf (P(1)+t*xu(1)+s*v (1) ,P(2)+t*u(2)+s*v(2),
P(3)+t*u(3)+s*v(3));
axis equal;
xlabel (’Ejex’);
ylabel(’Ejey’);
zlabel (’Ejez’);
end

Hallar la ecuacidn general del plano que pasa por los puntos P = (3,1, —2),
QR=(-1,2,4)yR=(2,-1,1)
plano3D([3,1,-21,[-1,2,4],[2,-1,1])
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4.6 Ecuacién General del Plano

Dibujar en una misma gréfica la curva {x = u,y = v?/2,z = u3/6} para u € [0,2], el
vector (1/3,—2/3,2/3) (con médulo 1) situado en el el punto de la curva que se
obtiene para u = 1, y el plano perpendicular a dicho vector, cuyas ecuaciones
paramétricas son {x = u,y = v,z = (—u+ 2% v+ (1/3))/2}. Se trata de las
ecuaciones paramétricas del plano con ecuacién general x — 2y + 2z — (1/3) = 0.

syms u v real
%Curva
curva=[u u~2/2 u~3/6];
fplot3(curva(l),curva(2),curva(3),[0,2]);
hold on
%Vector
dibujaVector3D([1, 1/2, 1/6],[1/3, -2/3, 2/3],’b’)
%Plano
planoosc=[u,v, (-u+2*v+(1/3))/2];
fmesh(planoosc(1) ,planoosc(2),planoosc(3),[1,1.4,0.5,1])
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5.1 Producto Escalar

Definicién (5.1Producto escalar)

Sea el conjunto V3 de los vectores libres del espacio. Se llama producto escalar a una
aplicacion f : V3 x V3 — R tal que verifica las siguientes propiedades:

Simetria:
f(?l,YQ) = f(?g,?l); Vx1,X2 € V3.
Bilinealidad:
f(X1, %2 +X3) = f(x1,%X2) + f(X1,X3);
f(?l +?2,Y3) = f(?l,Y3)+f(Y2,Y3); Vx1,X2,Xx3 € V3.

Homotecia:

/\f(?l,YQ) = f(/\?l,YQ) = f(?l,A?2); VAeR.

Positividad:
f(?l,yl) >0 Vx1 #0 € V3.

El producto escalar es una forma bilineal simétrica, y su forma cuadrdtica asocida es
definida positiva.
El producto escalar se denota por f(X1,X2) = X1 ® X2.
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5.1 Producto Escalar

Definicién (5.3 Norma de un vector)
Se llama norma de un vector X y se denota ||x|| a la raiz cuadrada del producto

escalar de dicho vector por si mismo, es decir:

x| = VX o %.

Definicién (5.5 Angulo de dos vectores)

Dados dos vectores X1 y X, cualesquiera de V3, se dice que ambos vectores forman un
angulo 6 sii
X1 ® X2

cosf = (15)

[X1||%2|”

Definicién (5.6Base ortonormal o métrica)

Si los vectores basicos son de norma unidad y perpendiculares dos a dos, es decir,
|[a1]| = ||G2]| = ||U3|]| =1y U1 eTr =0, Gy eT3 =0 y Uy @ Uz = 0 se dice que la base
es ortonormal o métrica.

Nota
En el caso particular de una base métrica, la expresion del producto escalar es:

X ey =x1y1 + X2y2 + X3¥3. (16)
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Hallar el dngulo que forman los vectores u = (1,1,4) y v = (—1,2,2).

%Angulo que forman los vectores u y v
u=[1,1,4];

v=[-1,2,2];

%Radianes

acos (dot (u,v)/ (norm(u) *norm(v)))
%Grados

acosd(dot (u,v)/(norm(u)*norm(v)))



5.1 Producto Escalar

Hallar la proyeccién del vector v = (2, 3, 4]) sobre el vector u = (1,1,0) .

v=[2,3,4];

u=[1,1,0];

%Vector proyeccion w

w=(dot (v,u) /norm(u) "2) *u
#%Dibujamos los tres vectores v,u,w
dibujaVector3D([0,0,0],v,’b?)
hold on
dibujaVector3D([0,0,0],u,’r’)
dibujaVector3D([0,0,0],w,’g—-’)
grid off

axis off

box off
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5.1 Producto Escalar

Hallar la proyeccién del vector v = (2, 3, 4) sobre el vector u = (1,—1,0) .

v=[2,3,4];

u=[1,-1,0];

%Vector proyeccion w

w=(dot (v,u) /norm(u) "2) *u
#%Dibujamos los tres vectores v,u,w
dibujaVector3D([0,0,0],v,’b’)
hold on
dibujaVector3D([0,0,0],u,’r’)
dibujaVector3D([0,0,0],w,’g—-")
grid off

axis off

box off
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Comprobar que los vectores u = (1,—2,3) y v = (4,5, 2) son ortogonales

u=[1,-2,3];

v=[4,5,2];

dot (u,v)

%Dibujo los vectores u y v con origen en el (0,0,0)
dibujaVector3D([0,0,0],u,’b’)

hold on

dibujaVector3D([0,0,0]1,v,’r’)



5.2 Producto Vectorial

Definicién (5.2 Producto Vectorial)

Sea el conjunto V3 de los vectores libres del espacio Se llama producto vectorial a una
aplicacion f : V3 x V3 — V3 tal que verifica las siguientes propiedades:

f(?l,YQ) = —f(YQ,Yl); VX1,X2 € V3.
/\f(?l,Y2) = f()\?l,fz) = f(?l,)\?2); VA eR.

f(X1,X2 +X3) f(X1,X2) + f(X1,%3);
f(X1,X2 +Xx3) = f(Xx1,%2)+ f(X1,X3);  VX1,X2,X3 € V3.

Si f(X1,x2) = 0 siendo X1 y X» no nulos, entonces los vectores X1 y X2 son
paralelos.
Las propiedades 2 y 3 muestran que el producto escalar es una forma bilineal, y la
propiedad 1, muestra que dicha aplicacion es antisimétrica o alternada.
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5.2 Producto Vectorial

Hallar el producto vectorial de los vectores u = (3,1,2) y v = (—2,2,5).

u=[3,1,2];

v=[-2,2,5];

%Producto vectorial de u y v
w=cross(u,v)

%Dibujamos los tres vectores u,v,w
dibujaVector3D([0,0,0],u,’b’)

hold on
dibujaVector3D([0,0,0],v,’r’)
dibujaVector3D([0,0,0],w,’g’)
grid off

axis off

box off

>
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5.2 Producto Vectorial

O

Figura: llustracién del drea del paralelogramo.

El producto vectorial de dos vectores X e y pertenecientes a V3, se denota X Ay, y es
otro vector que cumple:
|x Ay| = |x| |¥|sin 0 donde X e ¥ forman un adngulo 6. Esta condicién da una
interpretacién geométrica del producto vectorial de dos vectores X e y: Si se
considera el paralelogramo de lados OX =Xy OY =, la altura h de dicho
paralelogramo es h = |y|sin 0, luego |X A ¥| es el drea de dicho paralelogramo.

Su direccién es perpendicular a las de X e y.

Su sentido es tal que la orientacién determinada en Es, por la terna X, y, X Ay,
sea la misma que la determinada por los vectores {u1, U2, U3} que se han elegido
como basicos.
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5.2 Producto Vectorial

Considérese el sistema de referencia ortonormal {O; {T1, U2, U3}}, es decir
luil=1, i=1,2,3, 4 Au; =0, i =1,2,3, U1 AUp = U3, U2 AUz = U1, U3 A1 = 2.
Dados X, Y € Ez, sean sus coordenadas en el sistema de referencia considerado
(x1,%2,x3) € (y1, Y2, y3) respectivamente. En virtud de las propiedades (1), (2) y (3) se
cumple
XAy = (x1T1 + xoU2 + x303) A (y101 + y2Uz + y303) = (17)
(2ys — xay2)u1 + (x3y1 — x1y3)t2 + (x1y2 — x2y1)U3

que se puede expresar como

u up U3

X1 x2 x3 |. (18)
yr y2 y3

x|
>

<l
Il
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5.4 Distancias

Teorema (5.2 Distancia inducida por una norma)

Sea (V4s, || - ||) un espacio vectorial normado. La aplicacion d : V3 x V3 — R definida
por
d(x,y) = lIx=yll (19)
es una distancia.
5.4.1 Distancia entre dos Puntos
g-p
d(P,Q) = d(OP,0Q) = ||OQ — OP|| = ||PQ|| = \/ PQ e PQ (20)
Si el sistema de referencia es ortonormal resulta
d(P,Q) = /(a1 — p1)? + (@2 — p2)? + (a3 — p3)2. (21)
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5.4 Distancias

% %Programa que calcula la distancia entre dos puntos P y Q
function dist=distancia3D(P,Q)

dist=sqrt ((Q(1)-P(1))"2+(Q(2)-P(2))"2+(Q(3)-P(3))"2);
end

Hallar la distancia del punto P = (1,—2,5) al punto Q = (—3,6,4).

distancia3D([1,-2,51,[-3,6,4])
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5.5 Distancia de un punto a un plano

Sea el plano 7w dado por su ecuacién general Ax; + Bxo + Cx3 + D = 0 y el punto P
de coordenadas (p1, p2, p3). Considérese un punto Q del plano 7, por ejemplo el
(—=D/A,0,0) (donde se ha supuesto que A # 0).

La distancia del punto P al plano 7 es el valor absoluto del producto escalar del vector
PQ por el versor (vector unitario) normal 7 al plano 7. Por tanto, se tiene

A, B, C Apy + Bpo + Cp3 + D
d(P,7) = |(=D/A — p1,—p2,—p3) ® ( ) :‘ PLT P2 T P .
‘/A2+BZ+C2 ‘/A2+B2+C2

(22)

n

P
a
Tt
e
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5.5 Distancia de un punto a un plano

% Programa que calcula la distancia de un punto P a un plano.
% El plano ax+by+cz+d=0 se da como a,b,c,d
function dist=distancia3D(P,a,b,c,d)
syms X y z
expr=a*x+b*y+cxz+d;
dist=abs(subs(expr, [x y z],P))/norm([a,b,c]);
end

Hallar la distancia del punto P = (1,4,2) al plano 8x —y + 4z —3=0.

distancia3D([1,4,2],8,-1,4,-3)
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5.6 Distancia de un punto a una recta

Sea la recta r de ecuacién

X1—q1 _ X2—q  X3—q3 (23)

a b c

donde Q = (g1, g2, g3) es un punto perteneciente a r y v = (a, b, ¢) es un vector de la
direccién de la recta. Sea el punto P de coordenadas (p1, p2, p3), se quiere calcular la
distancia d de P a la recta r.

Se cumple,
. d . —— |QP A V|
sina = — = d = |QP|sina = |QP| —— (24)
[QP| [QP[v|
luego se tiene que
QP AV
g = 1QPAV] (25)
[v]
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5.6 Distancia de un punto a una recta

% % Programa que calcula la distancia de un punto P a una recta.
% % La recta se da con un punto Q y un vector v

function dist=distancia3D(P,Q,v)
dist=norm(cross((Q-P),v))/norm(v);

end

Hallar la distancia del punto P = (5,1,3) alarecta {x =3,y =7+ t,z=1+t}.

distancia3D([5,1,3],[3,7,1]1,[0,1,1])
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5.8 Area de un tridngulo

@

1]

1 [N

>

1
J
i
i
1

El drea de un tridngulo de vértices A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) y C = (c1, @2, 3)

serd la mitad del drea del paralelogramo de vértices A, B, C y A’,
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Hallar el drea del triangulo con vértices A= (—1,3,5), B=(—1,1,2) y
C=(2,-3,6).

%Puntos

A=[-1,3,5];

B=[-1,1,2];

c=[2,-3,6];

%Vectores

u=B-4;

v=C-A;

%Area

(1/2) *norm(cross (u,v))
sym((1/2)*norm(cross(u,v)))



5.9 Angulo de dos rectas

Sean las rectas

—a —a —a
F= 1_ X 2 X3 3 (27)
u ) u3
Y b b b
x| — Xp — X3 —
=X 1 _ X2 2 _ X3 3 (28)
Vi V2 v3
el dngulo que forman dichas rectas es el dngulo 6 que forman sus vectores directores
T = (u1, up,u3) y v =(v1,v2, v3), este dngulo cumple que
cosf — |Li°7v| _ |tivi + wavo + uzvs| (29)
N R L R A
ing = [TV _ (uve —viw)® + (usvi — vaun)? + (uavs — vaus)
[allv]

2
. (30)
N RN R R R R

La condicién de perpendicularidad de las rectas r y s serd § = /2 = cosf = 0,

uivy + tove + u3v3 =0
y la de paralelismo serd 8 = 0 = sinf =0

(31)

u

W us
i v vs

(32)
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Hallar el coseno del angulo que forman las rectas
n={x=2\+1,y=3\+1,z=4X+1}y
rp = {3x — 2y +3=0,4x — 2z + 4 = 0}. Sol: Son paralelas.

vi=[2 3 4];
v2=cross([3 -2 0],[4 0 -21);
cosalpha=dot(v1,v2)/(norm(vl)*norm(v2))



5.10 Angulo de recta y plano

Dado el plano 7 de ecuacién
T=axi+bxx+cx3+d=0

y la recta r de ecuacién

X1 — ai 7X2—327X3—a3

,
Il

uy up u3
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5.10 Angulo de recta y plano

El dngulo 6 que la recta forma con el plano es el dngulo formado por dicha recta con
su proyeccion ortogonal sobre el plano, el cual es complementario del dngulo que
forma la recta y su perpendicular al plano, el cual es complementario del dngulo o que
forma la recta y una perpendicular al plano, & = 7/2 — 6, sean v = (a, b, ¢) normal al
plano y T = (u1, uz, u3) vector de la direccidén de la recta, se tiene

TeV b
sinf = cosa = Li.l/ = tha + tob + U3¢ (35)
[l1v] Vul+ 3+ u2 Va2 + b2+ c?
[GAV]  (u1b—au)? + (uza— cur)? 4 (u2c — bus)? (36)

cosf =sina = ——
[al[v] \JuR+ud+u2Va? + b2 + 2
La condicién de perpendicularidad entre recta y plano es v = A 1, es decir,

a_b_c (37)

y la condicién de paralelismo es cosa = 0,

uia+ upb 4+ uzc = 0. (38)
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5.10 Angulo de recta y plano

Hallar el angulo que forman la recta AB siendo A(1,0,2) y B(—1,—2,6), con el plano
definido por el punto P(1,—3,8) y larecta {x =z+4+ 1,y =z —1}.

A=[1 0 2];B=[-1 -2 6];

vectorrecta=B-A;

P=[1 -3 8];

Q=[1 -1 0];

vectorplanol=Q-P;

vectorplano2=[1 1 1];

normalplano=cross(vectorplanol,vectorplano?) ;

%angulo
asin(abs(dot(vectorrecta,normalplano))/(norm(vectorrecta)*norm(normalplano)))
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5.11 Angulo de dos planos

Dados los planos

ax; +bxx+cx3+d=0 (39)
a'xy+b'xo+c'x3+d =0

U
2

el dngulo 6 que forman es igual o suplementario al que forman sus vectores normales

u=(a,b,c)yv=(a,b,c’), porlo que resulta:
— a7 ! / !
cos@zlli.r| _ \aa + bb +CC| (40)
[al[v]  Va?+ B2+ /()2 + (F)? + ()3
sind — \UJ\Y| _ (ab’ — a'b)? + (a'c — ac’)? + (bc’ — b’c)z. (a1)
[al[v] Va2 + b2+ c2 Va2 + b2+ c?
Luego la condicién de perpendicularidad de ambos planos es
aa' +bb +cc’ =0 (42)
y la condicién de paralelismo es
a b c
A “3)
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Hallar el dngulo que forman los planos 5x — 14y +2z -8 =0y
10x — 11y +2z+15=0.

ni=[5 -14 2];

n2=[10 -11 2];

alpha=acos(dot (n1,n2)/(norm(ni)*norm(n2))) ;
alpha



