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Se esta predimensionando un silo de chapa metilica, cuya superficie es un sélido de
revolucién formado por tres piezas soldadas (véase la Figura 1):




Introduccién Silo

m Pieza I: la pieza superior (“tapa”del silo) es medio elipsoide de revolucién de
radio 1y altura 1/3. Se obtiene girando la curva {y? + 922 = 1, x = 0} para
0 <z <1/3, alrededor del eje vertical OZ.

m Pieza Il:la pieza intermedia es un cilindro vertical de seccién circular de altura 2 y
radio 1. Se obtiene girando la curva {y = 1,x = 0} para 0 < z < 2, alrededor del
eje vertical OZ.

m Pieza Ill:la pieza inferior es un tronco de cono de revolucién de altura 4/3, y
radios de las secciones circulares superior e inferior 1 y 1/3 respectivamente,

alojando ésta dltima la védlvula de vaciado de fondo. Se obtiene girando la curva
{z =2y — (2/3),x = 0} para 0 < z < (4/3), alrededor del eje vertical OZ.

Para calcular el volumen del silo, vamos a colocar cada pieza sobre el plano XY y
calcular su volumen utilizando integrales dobles. El volumen total es la suma de los
volimenes de cada pieza.
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Introduccién Silo

Las ecuaciones de cada superficie son:
m La ecuacién de la pieza | es
x2 4+ y2 +92=1
para 0 <z <1/3.
m La ecuacién de la pieza intermedia Il es
X2 ry?=1
para0 <z < 2.

m La ecuacién de la pieza Ill (pieza inferior) es

para 0 < z < (4/3).

Dibujar de forma esquematica cada una de las piezas, apoyédndolas en el plano XY.
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Introduccién Pieza |

La ecuacién de la pieza | es
4y 492 =1

para 0 < z < 1/3. La proyeccién de la pieza | sobre el plano xy (z = 0) es el dominio
de integracién D;.
Dibujar la proyeccion y escribir la ecuacién de la curva que encierra el dominio D;.
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Introduccién Pieza |

A continuacién se muestra el dominio D;y.

La curva que encierra el dominio de integracién D; es la circunferencia x2 + y2 = 1.
Determinar los valores minimo y maximo de x e y dentro del dominio de
integracion. Utilizar los valores anteriores para calcular un cuadrado R que
contenga al dominio D;. Mostrar en el mismo dibujo, el dominio de integracién D,

y el cuadrado R.



Los valores minimo y maximo de x e y dentro del dominio de integracién son -1y 1,
respectivamente. En la siguiente figura se muestra el dominio D; y el cuadrado que lo
contiene.

10/




Introduccién Pieza |

La altura de la pieza | es 1/3, podriamos calcular el volumen de dicha pieza como el
volumen de un prisma con base Ry altura 1/3.

Calcular el volumen de dicho prisma. ;jEs buena la aproximacion del volumen de la
pieza | que se propone?.
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Introduccién Pieza |

El volumen real de la pieza | es 0.6981, si lo aproximamos con el prisma anterior
obtenemos 4/3 = 1/3333.

Para mejorar la aproximacién anterior, vamos a dividir la regién cuadrada R en 4
subregiones cuadradas Ri1, Ri2, Ro1 y Roo.

Dividimos el intervalo [—1,1] en 2 subintervalos con amplitud Ax =1 en el eje
OX y Ay =1 en el eje OY; dibujar los cuadrados resultantes de trazar lineas
paralelas a los ejes coordenados con origen en los valores anteriores.

i Qué significa geométricamente el valor AxAy.?

Calcular el punto medio (xaf,yaf) de cada cuadrado Rjj para i,j =1,2.

. —x2_2 L (e
Siendo f(x,y) =1/ IX% la altura del elipsoide en cada punto, ;Qué significa
geométricamente el valor f(x,y) Ax Ay?.

Calcular el volumen de la pieza |, utilizando la informacién anterior.
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Introduccién Pieza |

La respuesta a las cuestiones anteriores:

AxAy =1 es el drea de cada cuadrado R;; para i,j =1,2

f(xi;f,yéf) Ax Ay es el volumen de un prisma con area de la base Ax Ay y altura
f(x5,v5)-

El punto medio del cuadrado Ri; es (—1/2,—1/2), del cuadrado R es
(1/2,-1/2), del cuadrado Ri» es (—1/2,1/2) y del cuadrado Ry es (1/2,1/2).
El volumen del elipsoide se podria calcular como la suma de los volimenes de 4
prismas

(F(=1/2,—=1/2) + £(1/2,—1/2) + F(—=1/2,1/2) + £(1/2,1/2)) Ax Ay = 0'9428.

. 2,2 .
siendo f(x,y) = IX% la altura del elipsoide en cada punto. El volumen real

del elipsoide es 0'6981.
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Introduccién Pieza |

m Para realizar una particién de un intervalo [a, b] en n subintervalos, se toman

b—a
ik

subintervalos de longitud

m Realizar una particién P de la regién cuadrada
R={(x,y)/ —1<x<1, -1 <y <1} en 16 subregiones cuadradas
Rj,i=1,...,4,j=1,...,4. ;Cudl es la longitud de lado de cada cuadrado de
la particion?.

m Dibujar en un mismo grafico el dominio de integracién D; y la regién R
subdividida en 16 subregiones.

m jCuanto vale AxAy para cada uno de los cuadrados anteriores?

Cristina Solares Instrumentos Matemdticos para la Ingenieria Il



En la particién P, Ax =1/2 y Ay = 1/2. El drea de cada cuadrado de la particién es
AxAy =1/4.

Dominio y particion




Piezal




Introduccién Pieza |

Consideremos el cuadrado Rs3 con vértices (0,0), (1/2,0), (1/2,1/2) y (0,1/2) en la
particién P,. El punto medio de dicho cuadrado es (1/4,1/4). Obtener el valor de la
altura del elipsoide en dicho punto, es decir, calcular f(1/4,1/4) siendo

f(x,y) =1/ #. i Qué significa geométricamente f(1/4,1/4)AxAy?
Consideremos una funcién F(x,y) que coincide con f(x,y) dentro del dominio D; y
que vale cero fuera del mismo,

1— 2 _ 2
STX Y G4y <=1
F(x,y) = 9

0 en otro caso.

En la siguiente tabla se muestran los valores de F(x,y) en los puntos medios de los
cuadrados de la particién P;.

1

<

F(—3/4, —3/4) =0 1/4, —3/4) = 0,2041

2 3
F(— F(1/4, —3/4) = 0,2041
F(—3/4, —1/4) = 0,2041 | F(—1/4, —1/4) =0,3118 | F
F(— F
F(— F

4
( F
(1/4, —1/4) = 0,3118 | F
(1/4,1/4) = 0,3118 F
(1/4,3/4) = 0,2041 F

(3/4, —=3/8) =0
(3/4, —1/4) = 0,2041
(3/4,1/4) = 0,2041
(3/4,3/4) =0

»w N |

F(—3/4,1/4) = 0,2041 1/4,1/4) = 0,3118
F(—=3/4,3/4) =0 1/4,3/4) = 0,2041
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Introduccién Pieza |

Considerar la particiéon P, y calcular la suma de los voliimenes de los prismas con area
de la base AA = AxAy = 0,25 y altura dada por F(x,.jf,y;) en cada punto medio

(x,.;f,y,.}?) de los cuadrados. Comparar los valores obtenidos con el valor exacto de la
integral doble.

Cristina Solares Instrumentos Matemdticos para la Ingenieria Il



Introduccién Pieza |

En el caso de la particién P, el valor aproximado es 0’7200 y el cédigo de Matlab para
calcularlo es

a=-1;

b=1;

c=-1;

d=1;

n=2;

m=2;

dx = (b-a)/n; dy = (d-c)/m;
p = a +0.5%dx: dx : b-0.5*dx;
q = ¢ +0.5%dy: dy : d-0.5x%dy;
[P,Q] = meshgrid(p,q);

7Z = FPiezaI(P,Q);
valoraproximado=sum(sum(Z))*dx*dy

Cristina Solares Instrumentos Matemdticos para la Ingenieria Il



Introduccién Pieza |

Si en el cédigo anterior ponemos n = m = 4 se obtiene el valor aproximado para la
particién P> y es 0,7201. En la siguiente figura se muestran las funciones escalonadas

(para construir prismas) que se han calculado a partir de la particién P, y los que se
obtendrian si consideramos n = m = 20.
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Introduccién Pieza Il

La ecuacién de la pieza intermedia Il es
R4y =1

para 0 < z < 2. El volumen de dicha pieza es 6,2832 y a continuacién vamos a

calcularlo con integrales dobles.
La proyeccién de la pieza Il sobre el plano yz (x = 0) es el dominio de integracién Dy,
dibujar dicho dominio.
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Introduccién Pieza Il

Por simetria del dominio de integracién Dy y de la superficie del cilindro, vamos a
considerar la parte de la pieza Il con x > 0,y > 0,z > 0 y su proyeccién en el plano
YZ que estd definida por la regién rectangular R = {(y,z), 0 <y <1, 0 <z <2}

Cristina Solares Instrumentos Matemdticos para la Ingenieria Il



Introduccién Pieza Il

m Realizar una particién de la regién rectangular R subdividiendo el intervalo [0, 1]
del eje OY en subintervalos con amplitud Ay = 0,2 y el intervalo [0, 2] del eje
OZ en subintervalos de amplitud Az = 0,5; dibujar el rectdngulo R y la particién
en subregiones rectangulares. jQué significa geométricamente Ay Az?.

m En la siguiente tabla se muestra el valor de x = g(y,z) = y/1 — y2 en el punto

medio (v}, zlj) de cada uno de los rectangulos anteriores.
Ri | 1 2 3 )
1 2(071, 0725) = 0,9950 2(071, 0775) = 0,9950 (071, 1725) = 0,9950 (071, 1775) = 0,9950
2 £(0’3,0725) = 0,9539 £(0/3,0775) = 0,9539 £(0/3,1/25) = 0,9539 2(0’3,1/75) = 0,9539
3 2(0’5, 0725) = 0,8660 £(0’5,0775) = 0,8660 £(0’5, 1725) = 0,8660 g(0’5,1/75) = 0,8660
4 g(077,0725) = 0,7141 £(077,0775) = 0,7141 g(0’7,1725) = 0,7141 g(07,1775) = 0,7141
5 2(0’9, 0"25) = 0,4359 2(0/9,0"75) = 0,4359 2(0/9, 1725) = 0,4359 2(0/9,1/75) = 0,4359

m Calcular la suma de los volimenes de los prismas con adrea de la base

AA = Ay Az y altura dada por g(y;, z
y compararlo con el valor exacto de fla integral.
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*) Multiplicar el resultado obtenido por 4
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Introduccién Pieza Il

En la siguiente figura se muestra el caso

m=20y n=20.

EjeX

Cristina Solares Instrumentos Matemdticos para la Ingenieria Il



La ecuacién de la pieza Il (pieza inferior) es

2
5 5 z 1
—(Z24+Z2) =o
X“+y (2+3>

para 0 < z < (4/3). La proyeccién de la superficie sobre el plano xz (y = 0) es el
dominio de integracién Dy;. Dibujar el dominio de integracién Dy;.



Dominio Pieza Il

08

06

04

02

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

Por simetria del dominio de integracién Dy y de la superficie del tronco de cono,
vamos a considerar la parte de la pieza lll con x > 0,y > 0,z > 0 y su proyeccién en
el plano XZ.



Introduccién Pieza Il

Realizar una particién P de la regién rectangular

R={(x,2)/0<x <1, 0<z<1,35} tomando Ax =0,1y Az =0,15. A
continuacién se muestra en el mismo grafico el dominio de integracién Dy y la regién
R subdividida en subregiones de drea AxAz.

Dominio Pieza lll
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Introduccién Pieza Il

= Consideremos una funcién H(x, z) que coincide con h(x,z) = /—x2+ (3 + %)2
dentro del dominio Dy y que vale cero fuera del mismo.

m Construir una tabla con los valores de y = H(x, z) en el punto medio (x;,z;) de
cada rectdngulo de la particién P.

m Calcular la suma de los volimenes de los prismas con area de la base
AA = Axéz = 0,015 y altura dada por H(xg,z;) en cada punto medio (x;.,z;)
de los rectangulos.

m El valor exacto del volumen de la pieza Il es 2’0168.
Calcular la suma de los volimenes de los prismas con area de la base AA= Ax Az y

altura dada por H(x;,z;). Compararlo con el valor exacto de la integral.
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i Qué tienen en comin los problemas anteriores?



Introduccién Silo

m Se define la integral de Riemmann como

// f(xy)dxdy— ||m ZZf XFsvi)A

i=1 j=1

siendo AA = AxAy.

m Se define la integral de Riemmann como

//D gly,2)dydz = lim Zzg(yu, z7)
1

i=1 j=1

siendo AA = AyAz.

m Se define la integral de Riemmann como

/,/D,,, h(x, z)dxdz— I|m ZZh(XU, z;

i=1 j=1

siendo AA = AxAz.
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Para escribir los limites de integracién en la integral ffD, f(x, y)dxdy, vamos a
recorrer (por simetria) la parte del dominio D; que se encuentra en el primer
cuadrante. Para ello tomamos un y fijo (0 <y < 1) y trazamos una linea paralela al
eje OX y que recorre todo el dominio de integracidn, jcual es el intervalo de

variacion de la variable x?

icual es el intervalo de variaciéon de la variable y, si fijamos inicialmente la x?




El intervalo de variacién es 0 < x < y/1 — y2. La siguiente integral representa el
volumen encerrado por el elipsoide

1 V1-y?
1—x2—y2
f(x,y)dxdy = 4 — " dxdy.
Di o 0 °
syms X y

4xint (int (sqrt ((1-x% — y2)/9), x, 0, sqrt(1 — y?)),y,0,1)



Introduccién Pieza |

m Dado y fijo, jqué interpretacion geométrica tiene la integral simple

Aly) = V177 [l g,

m ;Qué interpretacion geométrica tiene la integral
1
| Ay,
0

siendo A(y) = fv 1= XLY dx?
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Introduccién Pieza Il

m Para escribir los limites de integracién, vamos a recorrer con lineas verticales la
parte del dominio Dy que se encuentra en el primer cuadrante. Para ello tomamos
un y fijo (0 <y < 1)y trazamos una linea paralela al eje OZ que recorre todo el
dominio de integracién, jcual es el intervalo de variacion de la variable z?

m Otra opcidn es recorrer el dominio con lineas horizontales. Para ello podemos
tomar un z fijo (0 < z < 2) y trazar una linea paralela al eje OY que recorre todo
el dominio de integracién. En este caso el intervalo de variacién de la y es
0 < y < 1. Dibujar la parte del dominio D;; que se encuentra en el primer
cuadrante y recorrerlo con lineas horizontales.
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En el primer caso, el intervalo de variacién es 0 < z < 2. En el segundo caso, el
intervalo de variacién es 0 < y < 1.

2 2
1.8 181
1.6 161
1.4 141
1.2 12r

i=3

1 =1

N
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 04r
0.2 0.2
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
y fijo



Las siguientes integrales representan el volumen de la pieza Il
12 21
4//\/1—y2dzdy=4//\/1—y2dydz.
0 0 0 0

i Qué representa la integral

12
//dz dy?.
00



Introduccién Pieza Il

Vamos a recorrer el dominio con lineas horizontales. Para ello podemos tomar un z fijo
(0 < z<4/3) y trazar una linea paralela al eje OX que recorre todo el dominio de
integracién. En este caso el intervalo de variacién de la x es 0 < x < % + % La
siguiente integral doble, permite calcular el volumen de la Pieza Ill:

4/3 z4 1 1
4/ dz/2 3\/—)(2—|-(E-|-7)2d><.
0 0 2 3

Dibujar la parte del dominio Dy que se encuentra en el primer cuadrante y recorrerlo
con lineas verticales.
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6.2 Integracion sobre rectangulos

Particion R
Yo=di—- - Rij
] Yi[™~
EEn
e I NI
{ | ) Yo F-—
& T a ' L
Ya T T17 Xiq X
Yomc|-~ 111 |
X=a X; X, x,=b

[ THFLIL I 7717
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6.2 Integracién sobre rectdngulos

Definicién (6.2 Integral Doble)
Sea f(x,y) una funcién de dos variables definida en un rectingulo cerrado R. Si existe

el limite

Zf(s,,t,) AA;. 1)

HPH

donde P es una particién de R de forma que su amplitud ||P|| — 0, entonces se dice
que f es integrable y se define la integral doble de f como

n?

//Rf(x,y)dA://Rf(x,y)dxdy:“Al"mogf(s,-,t;)AA,-. )

Nota

Si f es una funcidn continua y no negativa en R, entonces z = f(x, y) representa la
superficie sobre R. En este caso la integral doble (2) da el volumen del sdlido acotado
por la superficie z = f(x, y) y por el rectdngulo R.
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6.2 Integracién sobre rectdngulos

Teorema (6.2 Propiedades de las integrales dobles)

Sean f y g funciones de dos variables que son continuas en un rectangulo cerrado R.

Se cumple
//Rcf(x,y)dA:c //R f(x,y)dA 3)

donde c es una constante.

| [t tecyea= [ [ fepans [ [ gtxaa @

Sif(x,y) < g(x,y) para todo (x,y) € R, entonces

//Rf(xv}’)dAS//Rg(x,y)dA. (5)
//Rf(x,}/)dA:/ L f(x,y)dAJr//Rz F(x, y)dA ©)

donde R = Ry UR».

Aditividad:
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Sea f(x, y) una funcién continua en el rectangulo

R={(x,y) eR?*/a<x<b, c<y<d} @)

[ | foenan= [ ’ / oy b= / ’ / e ®)

entonces



6.4 Integracidn sobre regiones no rectangulares

A

y

>

X

Para ello, dada f una funcién definida en una regién (acotada) del plano D, es decir
dicha regién esta contenida en un rectiangulo R, definimos una nueva funcién

Fon =1 o N E R ©
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6.4 Integracidn sobre regiones no rectangulares

Definicién (6.3 Integral doble sobre una regién D)

Sea f(x,y) funcién acotada en una regién del plano D. Si F(x,y) estd definida por
(9) y es integrable en la region R, se dice que f es integrable en D y se define la
integral doble de f sobre D como

//Df(x,y)dA://RF(x,y)dA— /-L'”m ZF(S,,t, A;. (10)

Nota
Sif(x,y) > 0,¥(x,y) € R, la integral [ [ f(x,y)dA se puede interpretar cémo el
volumen del sélido limitado por la superficie z = f(x, y) sobre la regién D en R?2.
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6.4 Integracidn sobre regiones no rectangulares

RegiéonTipo | Region Tipo Il
y _ y
1Y=0p(X dl-—--
=h(y)
l i y fijor=--- x=hp(y)

Iy=g1(x) |

|
|
a xfijo b X

Teorema (6.4 Teorema de Fubini para regiones no rectangulares)

Si f(x,y) es una funcidn continua en D, una region de tipo I, entonces

b rex(x)
//f(x,y)dA=/ / f(x,y)dy dx, (11)
D a Jgi(x)

siempre y cuando existen las dos integrales. De manera analoga, para una region de

tipo 11,
d rh(y)
// f(x,y)dA = / / f(x,y)dx dy. (12)
D c Jhi(y)
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6.4 Integracidn sobre regiones no rectangulares

Nota

m El drea de una region D del plano viene dada por

A://DdA. (13)

m Sif(x,y) es continua y f(x,y) > 0 en D, el volumen del sdlido bajo la superficie
z = f(x,y) sobre la regién D viene dado por

v://D F(x,y) dA. (14)

m Sif(x,y) y g(x,y) son continuas y f(x,y),g(x,y) > 0y f(x,y) > g(x,y) en D,
el volumen del sélido comprendido entre las superficies z = f(x,y) y z = g(x,y)
sobre la region D viene dado por

V= / /D (F(x,y) — &(x,y)) dA. (15)
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6.4 Integracidn sobre regiones no rectangulares

Teorema (6.5 Propiedades de las integrales dobles)

Sean f y g funciones de dos variables que son continuas en una regién D del plano. Se

cumple
//Dcf(x,y)dA:C //D f(x,y)dA (16)

donde c es una constante.

| [ tentoa= [ [ rxyaaz [ [ gpaa an

Si f(x,y) < g(x,y) para todo (x,y) € D, entonces

//Df(xv}’)dAS//Dg(X,y)dA. (18)
//D f(x,y)dA=/ A f(x,y)dA+//D2 F(x, y)dA (19)

donde D = D; U D;.

Aditividad:
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6.5 Cambio de variable

Teorema (Cambio de variable)

Sean D, D* C R? y sea T : D* — D la aplicacién biyectiva dada por

T(u,v) = (g(u,v), h(u, v)) = (x,y). Supongamos que g e h admiten derivadas
parciales continuas respecto a u y v en D* (ver Figura ??). Entonces si f : D — R es
integrable se tiene que

//D F(x, y)dx dy = //D Al ) s, o) [, et (20)

donde J es el jacobiano del cambio de variable,

ox o

S, v) = ‘6(X,y) _ Ou  Ov . (21)
A(u, v) dy ady
ou Ov’
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6.6 Masa de una lamina

En esta seccién vamos a considerar que una ldmina es un cuerpo lo suficientemente
plano como para ser considerado bidimensional. Supongamos que una ldmina ocupa
una regién acotada R del plano xy y sea p(x,y) la densidad (masa por unidad de
drea) de la ldmina. Supongamos que la Idmina no es homogénea, es decir, su densidad

varia de un punto a otro, la masa viene dada por la integral

m= //Rp(x,y) dxdy. (22)
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6.7 Teorema de Green

El teorema de Green relaciona una integral doble sobre una regién del plano con una
integral curvilinea sobre el borde.
Definicién (Regién simplemente conexa)

Un conjunto D € R? es simplemente conexo si para toda curva simple cerrada
contenida en D, el recinto encerrado por dicha curva también esta contenido en D.

Definicién (Curva orientada positivamente)

Considérese una persona andando sobre el borde C de una region plana, de forma que
el interior de region queda siempre a la izquierda, se dird que la curva estd orientada
positivamente.

Teorema (Teorema de Green)

Sea D una region simplemente conexa con un bgde C (liso a trozos, cerrado,isimple y
orientado positivamente). Si el campo vectorial F(x,y) = M(x,y)i + N(x,y)j es
continuamente diferenciable en D, se tiene

/C(M(x,y)dx—l—N(x,y)dy)://D (aNéX’Y) - ‘W(X’”) dcdy  (23)

X dy
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Sea D una regién plana simplemente conexa con borde C liso a trozos. El drea A de la
region D es igual a la integral

A:% /C(—ydx+xdy) (24)



6.8 Divergencia y Rotacional

Definicién (Divergencia)
La divergencia de una campo vectorial

es el escalar divV dado por

ov ow
7(X7yzz) + 7(X7yvz)'

—  Ju
divV = — sy Y
v ox (oy,2)+ dy 0z

Definicién (Rotacional)
El rotacional de un campo vectorial
V(x,y,z) = u(x,y,2)i + v(x,y, 2)j + w(x,y, z)k
es el campo rotV dado por
ov 0

— ow  Ov - ou Ow - u —
tV=(———)i — - —)j+(=— — =)k
ro (Oy 8Z)I+(82 ox )J+(8x By)
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6.9 Forma alternativa del teorema de Green

Teorema

Sea D una region simplemente conexa con un borde C orientado positivamente.
Entonces, si el campo vectorial

F = Mi+ Nj (29)

es continuamente diferenciable en D, se tiene

/F.dR—/ M dx+ N dy) = // (%‘5) dxdy://D(rotF.E) dx dy

(30)

/f.ﬁds:// (8—M+8—N) dxdy://divfdxdy. (31)
c p\0x Oy D
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6.9 Forma alternativa del teorema de Green

Nota

Circulacion: Se llama asi’ a la cantidad total de fluido que rodea una curva cerrada C;
se calcula con la integral de linea del campo de velocidades V del fluido a lo largo de
la curva

Circulacién = 7{ V.Tds.
c
Flujo: Para calcular la cantidad de fluido, sujeto al campo de velocidades, V, que

atraviesa un elemento unidimensional (un alambre, por ejemplo) se integrard la
componente de V. normal a la curva C que dibuja el alambre, es decir

Flujo = ?{ V- N ds.
c
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Ejercicios

Ej. 1 Plantear las dos integrales reiteradas de la integral doble /| = // f(x,y) dx dy,
D

siendo D el dominio definido por

1.1 Interior del poligono ABCDEA, de vértices A(0,0), B(2,0), C(2,2), D(1,1) y E(0, 2).

1.2 Recinto limitado por x = 0; recta x = 2y; recta y = x + 1; circunferencia
(x—2)2+(y—2)2:1conx§2.

1.3 Recinto que verifica las condiciones: x > 1; y < x; arctanx < y < 7/2.

Ej. 2 Cambiar el orden de integracién en las siguientes integrales dobles:

2.1
oo VX
h = / dx/ f(x,y) dy (32)
1 1/x
2.2
V252
b 7/ dx/ f(x,y) dy (33)
4x/3
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Ejercicios

Ej. 3 Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies y = v/x; y = 24/x;
x+z=6;,z=0.
#Dibujamos el dominio de integracién
syms x
fplot (sqrt(x),[0,6]);
hold on
fplot (2+sqrt(x), [0,6]);
title(’Dominio’);
%Dibujamos el sélido cuyo volumen vamos a calcular
syms u v
fsurf (u,sqrt(u),v, [0,6])
hold on
fsurf (u,2*sqrt(u),v, [0,6])
fsurf (u,v,6-u, [0,6])
%Calculamos el volumen
syms x y
int (int (6-x,y,sqrt(x),2*sqrt(x)),x,0,6)
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Ejercicios

Ej. 4 Calcular el volumen comprendido entre las superficies (H1)z = xy; (H2)z = 2xy;
y los cilindros de ecuacién (C1)x?>+y? =1; (G)(x — 1)+ (y —1)2 =1.
2

Ej. 5 Sea D la regién comprendida entre las graficas de las curvas y = x2, y = —x? y
las rectas x = —1 y x = 1. Dibujar el dominio de integracién D y calcular la

integral doble //(x2 —y) dx dy.
D
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Ejercicios

Ej. 6 Sea D la regién del primer cuadrante encerrada entre las pardbolas y2 = x e

y = x%. Dibujar el dominio de integracién D y calcular // x y dx dy.
D

%Dibujamos el dominio de integracidn
syms t

fplot(t,t~2,[0,11);

hold on

fplot(t~2,t,[0,1]);

title(’Dominio’);

%Calculamos la integral

syms X y

int (int (x*y,y,x"2,sqrt(x)),x,0,1)
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Ejercicios

Ej. 7 Calcular el volumen del sélido, en el primer octante, limitado por los planos
z=0,z=x+y+2y por el cilindro x? 4+ y? = 16.
%Dibujamos el dominio de integracién
syms t
fplot (4*cos(t),4*sin(t), [0,2%pil);
title(’Dominio’);

%Dibujamos el sélido cuyo volumen vamos a calcular
syms u v

fsurf (4xcos(u) ,4*sin(uw),v, [0,pi/2,0,10])

hold on

fsurf (u,v,u+v+2, [0,4,0,4])

alpha(0.5)

%Calculamos el volumen

syms X y

int (int (x+y+2,y,0,sqrt(16-x"2)),x,0,4)
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Ejercicios

Ej. 8
Ej. 9

Ej. 10

Ej. 11

Ej. 12

Calcular el volumen del conjunto B formado por los puntos (x,y, z) tales que
x>0,y>0,x+y<10<z<1-x%

Calcular el volumen del sélido en el primer octante limitado por los planos
coordenados vy las superficies z = x2 + y2 + 1y 2x + y = 2.

Calcular el volumen del conjunto B formado por los puntos (x,y, z) tales que
x>0,y >0, x<z<1-y? Dibujar el conjunto B. Calcular el volumen
proyectando sobre los planos xy, xz e yz.

Considerar el sélido, en el primer octante (x > 0, y > 0, z > 0), limitado por los
planos: z=8+42x + y, y = 3 — 2x e y = x. Plantear la integral doble que
permite calcular el volumen de dicho sélido. Calcular el volumen de dicho sélido.

Dados, los conos
(C1) (x—1+2)>+y* = (1-2)% (34)

(€2) (x—1-2 +y* = (1-2) (35)

12.1 Hallar el volumen del cono G, comprendido entre los planos z =0y z = 1.
12.2 Hallar el volumen de la porcién del cono C; tal que z¢; > zc,, comprendido entre los
planos z=0y z = 1.
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Ejercicios

Ej. 13

Ej. 14

Hallar el drea comprendida entre las circunferencias x? + y? = 4x y x> 4 y? = 8x,
y las rectas y = x e y = 2x. Dibujar el dominio de integracién y resolver la
integral doble haciendo un cambio a coordenadas polares.

Calcular, haciendo un cambio a coordenadas polares, el volumen limitado por el
paraboloide z = 4 — x2 — y? y el plano z = 0. Dibujar el dominio de integracién y
el sélido.

%#Dibujamos el dominio de integracién

syms t

fplot(2*cos(t),2*sin(t), [0,2*pil);
title(’Dominio’);

%Dibujamos el sélido cuyo volumen vamos a calcular
syms u v

fsurf (u,v,4-u"2-v-2, [-2,2,-2,2])

%Calculamos el volumen en polares

syms r theta

int (int ((4-r~2)*r,theta,0,2%pi),r,0,2)
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Ejercicios

Ej.

Ej.

Ej.

Ej.

Ej.

15

16

17

18

19

Considerar el sélido formado por la parte interior a la esfera
xX24+y?4+22=25 (36)

y exterior al cilindro x2 + y2 = 9. Plantear la integral doble en polares para
calcular el volumen de dicho sélido. Calcular el volumen anterior.

Sea D el paralelogramo limitado por las rectas y = —x, y = —x + 1, y = 2x,
y = 2x — 3. Hallar // (x + y)? dx dy.
D

Resolver la siguiente integral doble, realizando un cambio a coordenadas polares,
// x2dxdy con By = {(x,y)/x*+4y? < 1}.
By

Calcular el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide (fondo) x2 + y? = 2z
y el plano (tapa) x+y +z=1.
Sea D la regién del primer cuadrante delimitada por las curvas x2 + y? = 4,

xX24+y?=9 x> —y?=4,x2—y? =1 HaIIar//xydxdy.
D
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Ejercicios

Ej. 20

Ej. 21

Ej. 22

Dada la integral
I = //(2ax —x%2 = yM2 dx dy (37)
D

hallar su expresién en un nuevo sistema de coordenadas (u, v), definido por las
expresiones
X=a+ucosv; y =u sinv. (38)

Calcularla en el caso de que D sea el dominio interior a la circunferencia:

x4 y? —2ax=0. (39)
Considerar el sélido formado por la parte interior a la esfera

X2 +y?+ 2% =16, (40)
interior a los planos x = y, x = —y y exterior al cilindro x2 + y? = 4. Plantear la

integral doble en polares para calcular el volumen de dicho sélido. Calcular el
volumen anterior.
Considerar el cilindro

x> —2x+y?> =0, (41)
limitado superiormente por la superficie
z:()<—1)2—‘,-y2—|—17 (42)

e inferiormente por el plano z = 0. Plantear la integral doble, en coordenadas
polares, que permite calcular el volumen del sélido anterior. Calcular dicho
volumen.
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Ejercicios

Ej. 23

Ej. 24
Ej. 25

Ej. 26

Calcular la integral curvilinea
le = [ (et y)act (v = x)dy (43)
C

a lo largo de x? + y? = 2ax.

23.1 Mediante la técnica habitual de calcular una integral curvilinea.
23.2 Aplicando la férmula de Green.

Utilizar el teorema de Green para calcular el drea de la regién S limitada por las
curvas y = 4x e y = 2x2.

Sea F(x,y) = xy%i + (y + x)j. Integrar rotF e k en la regién contenida en el
primer cuadrante, acotada por las curvas y = x2 e y = x.

Consideremos el campo F : R? — R?, F(x,y) = (—x, —y). Sea S la regién plana
S={(xy)/x+1<1; x>0; y >0}.

Calcular el flujo de F a través de S.
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Ejercicios

Ej. 27 Consideremos el campo F : R2 — R?2, F(x,y) = (x,y). Sea C la circunferencia

de centro (0,0) y radio 1. Calcular el flujo de F a través de la curva C.

%Representar la circunferencia y el campo F.
[x,y]=meshgrid(-1:0.2:1);

quiver(x,y,x,y);

hold on

%#Circunferencia en paramétricas

syms t real

x=cos(t);

y=sin(t);

fplot(x,y, [0,2%pil);

hold off

%Calcular la integral de flujo
ds=simplify(sqrt((-sin(t)) 2+(cos(t))"2)); %elemento de longitud
n=[cos(t),sin(t)]; % vector normal unitario exterior
F=[cos(t),sin(t)]; % vector velocidad

Fn=F*n’;% Valor F.n

Flujo=int (Fn*ds,0,2*pi)
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Ejercicios

Ej. 28 Utilizar el Teorema de Green para calcular el trabajo realizado por el campo de
fuerzas F = [exp(x) — y3, cos(y) + x3] que recorre la circunferencia unidad en
sentido contrario a las agujas del reloj.

%Calculamos el integrando

syms X y

u=exp(x)-y~3;

v=cos(y)+x"3;

integrando=diff (v,x)-diff (u,y);

%Integramos haciendo un cambio a coordenadas polares
syms r theta

int (int (3*r~2*r,r,0,1) ,theta,0,2*pi)
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