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1.1 Definiciéon de Curva Plana

Definicién (1.1 Linea)

La linea puede definirse como la trayectoria de un punto que se mueve o como el lugar
geomeétrico de las posiciones sucesivas de un punto movil.

Ejemplo

Un ejemplo de curva plana es la catenaria, en la Figura se muestra una catenaria en el
caso a = 1/2. Catenaria es la curva que se obtiene cuando una cadena, perfectamente
flexible e inextensible y de densidad uniforme, cuelga de dos soportes. La ecuacion de
la catenaria es:

xo = a Ch(x1/a), a > 0. (1)
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1.2 Movimiento en dos dimensiones

Supongamos que una particula se mueve en el plano siguiendo la curva
{x =2t,y =2+sin(t)}, que se puede expresar como

r(t) =x(t)i+y(t)j

r=xi+yj=2ti+ (2+sin(t))j=(2t,2+sin(t))

siendo t el tiempo.

~ =
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La funcién r : [0,27] C R — R? es una funcién vectorial con dominio en [0,27]. La
grafica es la curva trazada por los extremos de los vectores r(t).
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1.2 Movimiento en dos dimensiones

En el instante t; = 1 el vector de posicién de la particula es r; = (2,2 +5sin(1)) y en el
instante t; = 7 el vector de posicién de la particula es r; = (27,2). El cambio de
posicién (desplazamiento) es la variacién del vector de posicién

Ar=1ry —r7.
El cociente entre el vector desplazamiento y el incremento del tiempo At = tp — t1, es
la velocidad media
rn—r _ Ar (27 —2,—sin(1)
th — t1 o E o m—1 '
Nétese que la magnitud del vector desplazamiento no es igual a la distancia real

recorrida As, medida a lo largo de la curva. El cociente % se llama cociente

t
incremental.

ejeY
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1.2 Movimiento en dos dimensiones

Nétese que la magnitud del vector desplazamiento no es igual a la distancia real
recorrida As, medida a lo largo de la curva. Si se consideran intervalos de tiempo cada
vez mas pequeiios , la magnitud del desplazamiento se aproxima a la distancia real
recorrida por la particula a lo largo de la curva y la direccién Ar se aproxima a la
direccién de la recta tangente a la curva en el punto (x(1),y(1)).
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1.2 Movimiento en dos dimensiones

Se define el vector velocidad instantdnea como el limite del vector velocidad media
cuando el intervalo de tiempo At tiende a cero. Supongamos r1 = (xi,y1) (vector
posicién en t = t1) y r2 = (x2, y2) (vector de posicién en t = t3),

. £
ve dim AT IR g Cemx)it ez y)y b dvy dr
At—0 At At—0ty —t;  At—0 th) — t1 dt dt dt’
La velocidad instantdnea es la derivada del vector de posicién respecto al tiempo. La
direccidn de la velocidad instantdnea coincide con la direccién de la tangente a la
curva recorrida por la particula en el plano. La magnitud de la velocidad instantdnea

(la rapidez) es un escalar v = 4 /v2 + v2, siendo v = (vx, vy).
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1.3 Derivada de una funcién vectorial

Dada una funcién vectorial F: D C R — R?, donde F(t) = fi(t)i + f(t)j, la derivada
de F(t) en t = ty se define como

F(to + At) — F(t
F/(to) — ||'m ( 0 + ) ( 0)’
At—0 At
siempre que exista. La funcién derivada es la funcién vectorial definida como

F(6) = m, TS

dF

que se denota como 7.

Se cumple que
F'(t) = A (t)i+ f(1)].
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1.4 Tangente y Normal a una Curva Plana

Supdngase que la curva estd dada en forma paramétrica: {x1 = x1(t), x2 = x2(t)}. Sea
P : t = ty perteneciente a dicha curva. El vector tangente a la curva en P es
(x{(to), x}(to)). La ecuacién de la recta tangente en P es:

X1 = Xl(to) + TX{(to)

2
xa = xa(to) + Tx5(to), (2)
donde
_x1—x1(to) _ x2 — x2(to)
T= ’ - / : (3)
Xl(to) X2(to)
El vector normal en P es (x}(tp), —x;(t0)). La ecuacién de la recta normal en P es:
X1 :Xl(to)-‘r‘l'xé(to) (4)
Xy = Xz(to) — TX{(to),
donde
— 1 — £
Lo xa(to) _ x2 = xa( 0). 5)

Xé(to) 7X{(to)
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1.5 Longitud de una curva plana

Nota
Dada la curva {x1 = x1(t), x2 = x2(t)} se calcula la longitud de la curva entre t = ty

yt=1t como .
= / JHO2 + (h(0))? .

function longitud=lengthcurve(alpha,t,a,b)
longitud=int (simplify(

sqrt (dot (diff (alpha,t),diff (alpha,t)))),a,b);
end

Por ejemplo,

syms t real

circunferencia=[2*cos(t),2*sin(t)];

fplot (circunferencia(l),circunferencia(2), [0,2*pil);
lengthcurve(circunferencia,t,0,2%pi)

Nétese que si calculamos s(t) = ft; (X1 (1)) + (x5(t))%dt = ffo I¥(t)]| dt,
obtenemos la distancia recorrida en el intervalo [to, t] y por lo tanto la rapidez
ds

(variacién de la distancia recorrida respecto al tiempo t) es & = [|r'(t)].
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1.6 Versor tangente a una curva

Aunque el tiempo es pardmetro mds natural para estudiar el movimiento a lo largo de
una curva, en algunas ocasiones nos interesard que el pardmetro sea la longitud de
arco. Supongamos que la curva r estd dada en funcién del pardmetro longitud s.

Nota
d o
El vector < en un punto de la curva (C) : r = (x(s), y(s)) es unitario y tangente a la

misma, por lo que se le denomina versor tangente y se le denota t.

Se cumple:
dr_drﬂ_ﬂi_ﬂl
ds dtds dt % dt |9

(6)

de donde se obtiene

dr
—|=1 7
= (7)
En el caso anterior, la celeridad (rapidez de cambio) es constante e igual a 1.
Nota
Si la curva estd dada en funcién de t, el versor tangente sera t = % ] i .
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1.7 Movimiento en dos dimensiones

Si consideramos una particula que se mueve en el plano describiendo una trayectoria
curva, la aceleracién instantanea es

. Av Vo — Vg dv
a= Ilim — = = —.
At—0 At At—0 th — t dt

La aceleracién a es un vector que apunta hacia el interior de la curva descrita por la
particula.
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1.8 Curvatura de una Curva Plana

La curvatura es una medida de cudnto se dobla una curva. Si caminamos siguiendo
una trayectoria y observando cémo cambia el vector tantente unitario %, un cambio
en dicho vector indica que la trayectoria se estd doblando y conforme mds rapido
cambie dicho vector, mas rapido se dobla la trayectoria. Pero no podemos tomar H%H
como medida de la curvatura pues depende de lo rdpido que caminamos, cuando mas
rapido caminamos, mas rapido cambia el vector tangente unitario. Se supondrad que

caminamos a una celeridad unitaria.

Definicién (4.8 Curvatura una curva plana)

Sea C una curva plana dada por 7(s) = x1(s)i + xa(s)j. La curvatura en un punto
(x1(s), x2(s)) es la variacion del versor tangente respecto a s.

dt

% (8)

vV = ke \F sy = 2]

S
\E' (<]
.S == (+4) =) K=z m
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1.8 Curvatura de una Curva Plana

X2

X1

Definicién (4.6 Curvatura una curva plana)

Sea C una curva plana dada por 7(s) = x1(s)i+ x2(s)j. Si ¢ es el dngulo de inclinacién
del vector tangente unitario t en s, siendo s el pardmetro longitud de arco. Entonces
la curvatura en un punto (x1(s), x2(s)) es la variacién del versor tangente respecto a s.

dt
ds

: 9

O bien, la variacion del angulo ¢ respecto a s

<=2

ds | (10)
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1.8 Curvatura de una Curva Plana

En la practica puede ser muy complicado hallar una parametrizacién de una curva en
funcién del pardmetro longitud s, a continuacién se muestra una férmula para calcular
la curvatura de una curva dada utilizando otra parametrizacién r = r(t). Si la curva
estd dada en forma paramétrica: x; = x1(t), x2 = xo(t),
ko b x| w
- )2 1)2)3/2"
((q)? + ()%

es la curvatura.

function curvatura=curv(alpha,t)

sol=diff (alpha,t);

curvatura=simplify(

dot (diff (alpha,t,2),[-s01(2),s01(1)])/dot(diff (alpha,t),diff (alpha,t) )(3/2));
end

La curvatura de una curva plana es, salvo el signo, independiente de la
parametrizacién.
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Dada la circunferencia x2 + y2 = 1, expresarla en forma paramétrica.

Dada la circunferencia x?> + y? = 2, expresarla en forma paramétrica.

Dada la circunferencia x> + y? + 2y = 0, expresarla en forma paramétrica.

Dada la elipse x? + 3y? = 1, expresarla en forma paramétrica.

Hallar la longitud de arco de la curva

x(t) = (t3,2t%), t € [0,1].

Hallar la longitud de arco de la curva

X(t) = (e cost,e’sint), t € [0,2].



1.9 Ejercicios resueltos en clase

Ejemplo

Dada la circunferencia x = cost, y = sint para t € [0, 27|, obtener la ecuacidn de las
rectas tangente y normal en el punto que se alcanza para t = 7r/4.

Ejemplo

Hallar la curvatura de la catenaria y = acosh(x/a) en un punto genérico de la misma.

Ejemplo

Hallar la curvatura de la circunferencia x2 + y2 = 1 en un punto genérico de la misma.

Ejemplo

Hallar la curvatura de la circunferencia (x — a)? + (y — b)?> — r> = 0 en un punto
genérico de la misma.

Ejemplo
Considérese la pardbola de ecuacién y = x? + 3x.
Escribir la ecuacion de la pardabola en paramétricas.

Utilizando la expresion de la curva en paramétricas, calcular el vector tangente
unitario t, el vector normal unitario n y la curvatura K en un punto genérico.
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Hallar la curvatura de la recta

{x=1+42t, y =t}.





