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Estadistica Empresarial. Material Docente.

INTRODUCCION

Presentacion

Este documento es una recopilacion de las diapositivas y ejercicios realizados en clase de la
asignatura obligatoria Estadistica Empresarial impartida en el primer curso del Grado en
Administracion y Direccién de Empresas y Doble Grado en Derecho y Administracion y Direccidn
de Empresas de la Facultad de Derecho y Ciencias Sociales de Ciudad Real. Universidad de
Castilla-La Mancha.
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APLICADA |I. FACULTAD DE DERECHO Y CCSS DE CIUDAD REAL
(UCLM).
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TEORIA

BLOQUE TEORICO

En este apartado encontrards el material tedrico usado para impartir la docencia en esta
asignatura.
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B 1. Qué es la Estadistica. I

* Ciencia Instrumental.

* Objeto:

1. Recogida y analisis de datos que
describan la realidad.

2. Modelizar el comportamiento de tal
realidad cuando existe
incertidumbre.

e ¢Para qué?

Toma de decisiones.



I 2.1. Conceptos basicos: poblacion y muestra. I <
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Poblacion: conjunto de casos que
poseen una determinada caracteristica.
Ej.: personas asalariadas en Espana.
Cada elemento: individuo o caso.

;.
?") 7 "'

Muestra: subconjunto
de la poblacion elegido
en términos de
representatividad.



todo estadistico. NN

7

asicos: me

V4

I 2.”. Conceptos b

Queremos estudiar una caracteristica que afecta a todos los casos de una poblacion.
Seleccionamos una muestra representativa de la poblacion.

Medimos la caracteristica en la muestra.
Extendemos las conclusiones a toda la poblacidn.

De lo particular a lo general.

Método Inferencial



I ©.3. Conceptos basicos: Estadistica Descriptiva. I ‘\ [ ]

Objetivo:
Conocer el comportamiento de un grupo de casos (que

pueden ser una muestra o una poblaciéon) de acuerdo a
una o varias caracteristicas.

Pasos:

1. Medir las caracteristicas de interés en los casos:
obtencion de datos.

2. Organizar los datos. Presentarlos de modo
sistematico.

3. Resumir los datos mediante diferentes medidas:
extraccion de informacion.



I 2 .4. Conceptos basicos: variables, atributos, escalas. Il % [

Variables.

Caracteristicas que

afectan a los casos y que Escala

se concretan en valores métrica.

numeéricos: salario

percibido.

Atributos (variables Eccal

cualitativas, factores). scz.;\ a
ordinal.

Caracteristicas que afectan

a los casos y que NO se Escala

concretan en valores nominal.

numéricos: nivel de
estudios, sector productivo
al que se pertenece, color
de los ojos.




B 3. Frecuencias I ’ﬁ\l [

Ty

5 Mombre el de E=t Dlepart ament
Ldpez Fuiz Andrés ] Basicos Almacén
Martinez O az Angela ] Medios Almacén
Alansa Rodriguez Miguel £ Easicos Almacén
Mascaraque Marques  Luis | Basicos Almacén
o Garci a Santacruz Maria g Medios Gestion Interna
Ledn Ramirez Lourdes 10 Medios Gestidn Interna
Burgos Maestre Carlas 10 MMedios Gestion Interna
Martin Pescadar Adriana 10 Medios Gestidn Interna
Cabello Rubio Riicardo 10 [Medios Giesticn Proveedores
Ldpez Truijilla Juan José 10 Medios Gestion Proveedares
Guzman ¥ aldeperias Daniel 10 Medios Gestion Proveedares
Ledesma Caceres Pedra 12 Basicos Almacén
Madrid Colchonero Ana 12 Basicos Almacen
Fuiz Menéndez Izabel 12 Basicos Almacén
Malazafia Teruel Mlanuel 12 Medios Gestidn Provesdores
Huesca Gutiérez Izidra 12 Medios Gestidn Proveedores
Lorenzo Carrazcal Carla 12 Mediaos Gestion Proveedares
Buenavista Toledo Fernando 12 Universitarios Gestion Clientes
. Canada Mayar Eelén 12 Uniwversitarios Mark.eting
E m p re Sa co n p I a nt I I I a d e Ferné:nde? Sempere Carla 15 B%sicns .ﬁ.lmac%n
Alegria Sanchez Andrea 15 Baszicos Almacen
Pastor Céspedes Pablo 15 Medios Gestion Interna

H Cuenca Garcia Celia 15 Medios Gestidn Interna
49 tra bajadoreS. alba 15 Medios

Fuidera Lagos Gestion Interna

Mercante Arias Micolas 15 Medios Giestian Proveedores
Ruiz Ruiz Crawid 15 Medios Gestidn Proveedores
Férez Castar Elena 15 Medios Giestion Proveedores
. , . Huertas Paredes Victoria 15 Medio= Gestion Proveedares
1 M e d I r‘ Ca ra Cte r‘l St I Ca S / Mifio Partugal Antanio 15 Universitarios Gestion Clientes
* Bernal Saavedra Tomas 15 Universitarios Gestidn Clientes
. Solana Galan Bartalomé 20 Universitarios Almacén
re CO p I | a r' d a to S S O b re Ca S O S Mawas Laguna Irene 20 Universitarios Gestic:\n Proveedores
Fodero Carril Guadalupe 20 Universitarios Giestion Provesdares
b d Ldpez Meqgia lgnacio 20 Universitarios Gestion Proveedares
Mlantes Laderas Ernesto 20 Universitarios Marketing
( e n C u e Sta ’ a S e S e Llanos Toboso Abel 20 Universitarios Gestion Clientes
Elanco Atienza Migwes 20 Universitarios Giestion Clientes
d ato S vee ) . Martos Vilches Carolina 20 Universitarios Giestion Clientes
Bilbao Lugao Luisa 22 Universitarios Gestion Clientes
. Mediodia Gracia Alberto 22 Universitarios Mlarketing
2 ( a ) . O rga n | Za r d ato S Hernandez Ginés Faula 22 Universitarios Almacén
Fuentes Ojeda Sergio 22 Universitarios Gestidn Provesdores
Sewilla Fernandez Eztrella 22 Universitarios Gesticn Interna
(ta b u | a r) . Fiuiz Martin Alicia 22 Universitarios Coordinacian
Canales Fernandez Iarta pats] Universitarios Direccian
Fiobles Encina Alfonso 25 Universitarios Direccicn
Olivares Andijar Mlar 25 Universitarios Direccidn
FPérez Tejedor Mlartin 25 Universzitarios Direccian
Segovia Menendez BElanca 30 Universitarios Direccion

8



B 3. Frecuencias I

Empresa con plantilla de 49 trabajadores.

: . . 8 2 20,0408 0,0408
2(b). Sistematizar los datos: frecuencias. 5 5 5 00612 01020
10 6 11 0,1224 0,2245
_ , 12 8 19  0,1633 0,3878
* x;:valores que.puede ’Fomar la variable 15 1 5 auME GEm
(categorias o niveles, si se trata de 20 8 38 0,1633 0,7755
- 22 6 44 01224 0,8980
atributo). ] 25 4 48  0,0816 0,9796
* n;: frecuencias absolutas. 30 1 0,0204 1,0000
* N = );n;: frecuencia total. A = 10000
e N; = 23-:1 n;: frecuencias absolutas x, = N. Estudios n; N, f F,
Bésicos 8 8 01633 0,1633
acumuladas. Medios 18 26  0,3673 0,5306
Xj . . S
. fi= Fl: frecuencias relativas. U”"’e“a”"s 29 ' 1,0000
« F, =Y%_. f:: frecuencias relativas
L J=1 fl x. = Depart. n. N. f F.
acumuladas. Almacén 11 11 0,2245  0,2245
Gestion Interna 8 19 0,1633 0,3878
i . . Gestion Proveedores 14 33 0,2857 0,6735
éTienen sentido las frecuencias acumuladas = Gestion clientes 7 40 0,1429  0,8163
en la dltima tabla? ¢Por qué? Marketing 3 43 0,0612° 08776
Coordinacién 1 44 0,0204 0,8980
Direccion 0,1020 1,0000
Estas tablas: distribuciones de frecuencias

(en especial, las dos primeras columnas).



. #
I 3. Frecuencias NN o I
A veces, se resumen los datos por
intervalos de valores: distribuciones de
frecuencias agrupadas en intervalos. 8 2 20,0408 0,0408
9 3 5 0,0612 0,1020
10 6 11  0,1224 0,2245
* L;_1: extremo inferior del intervalo. 12 8 19 10,1633 0,3878
. . 15 11 30 0,2245 0,6122
* L;: extremo superior del intervalo. = TN e
* n;: frecuencias absolutas. 22 6 44 01224 0,8980
Li ++L: 25 4 48 0,0816 0,9796
1—1 l
* X =~ marca de clase. 30 49 0,0204 1,0000
. . = 49 1,0000
 ¢; = L; — L;_1: Amplitud de intervalo.
n; . . L L. n. X C. d.
¢ dl — C_l: denS|dad de |nterva|0. 0 10 11 5 10 1.1000
i ;

10 20 27 15 10 2,7000
20 30 11 25 10 11,1000

Salvo el primero, los intervalos son: = 49
(Li—lil’i]

10



I 4.1. Representaciones graficas: Atributos NG f;l [

Atributo: Departamento.

Frecuencias absolutas.

Atributo: Departamento.
Frecuencias relativas.
0,0204

0,1020

0,2245
0,0612 /«
0,1429 ‘ 0,1633
I I I 0,2857
l - m Almacén = Gestion Interna
o & > & N & Gestién P d Gestién Client
é\’b(gl &Q}(\ Q/a}‘\o .\Q/&Q/ \{g’}}(\ ’boo Q/é}o m Gestion Proveedores estion lentes
® ‘o(\\o © ‘(\(} @7;‘ o@)\‘\ N = Marketing = Coordinacién
O o0 o)
& Q,Qfé' = Direccién
Grafico de barras Grafico de sectores
Atributo: Departamento. Frecuencias
absolutas.
16 100%
14 90%
80%
12
70%
10 60%
8 50%
6 40%
30%
4
20%
2 10%
0 0%
e

Diagrama de Pareto




I 4.2. Representaciones graficas: Histograma N "’: [

Variables agrupadas en intervalos

Intervalos de igual amplitud

“{i} E{i] Remuneracién bruta mensual por horas extras.
0-500 7 200 10
500-1000 9 500 i
1000-1500 B 500 =
1500-2000 4 200 L
2000-2500 3 200 .
2500-3000 1 500 ¥ ! 22 2750
N 30 s
Intervalos de distinta amplitud di
L(i)-L(i-1) n(i) c(i) d(i) |
0-100 1000 100 10 0
100-300 2000 200 10
300-400 2000 100 20 * J A
400-800 2000 400 2 B T R @ﬁ; .

12



iMuchas gracias!
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Variable estadistica
unidimensional

Estadistica
Empresarial
Facultad de Derechoy
Ciencias Sociales.

Universidad de Castilla —
La Mancha.
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@ Caracteristicas de una distribucién de frecuencias.

@ Medidas de posicion.

9 Momentos respecto al origen y respecto a la media.
Medidas de dispersion.

O
e Medidas de forma.



7 . ] ) e« / ) %g
I 1. Caracteristicas de una distribucién de frecuencias. I ¢\

* Medidas: instrumentos matematicos que extraen
y sintetizan la informacion contenida en una
distribucion de frecuencias.

* Muchas de ellas son aplicables al caso de
atributos; pero vamos a centrarnos en variables.

8 2 2 0,0408 0,0408
9 3 5 0,0612 0,1020
10 6 11 0,1224 0,2245
12 8 19 0,1633 0,3878
15 11 30 0,2245 0,6122
20 8 38 0,1633 0,7755
22 6 44 0,1224 0,8980
25 4 48 0,0816 0,9796
30 1 49 0,0204 1,0000

N=

D
(o]

1,0000



r g . . Ny . &5
I 1. Caracteristicas de una distribucidn de frecuencias. I %

* Medidas de posicion.

* Posicion central.
* Media.
* Mediana. o -
* Moda.

e Cuantiles.
e Cuartiles.
* Deciles.
* Percentiles.

* Medidas de dispersion.
e Absolutas.
* Varianza.
* Desviacion tipica.
e Relativas.
* Coeficiente de dispersion.

* Medidas de forma.
* Asimetria.
* Coeficiente de asimetria de Fisher.
* Apuntamiento o curtosis.
* Coeficiente de apuntamiento de
Fisher.




I 2.1. Medidas de posicién: media. N

* Medida de posicion central.

» Solo aplicable a variables.

* Existen 3 tipos de medias:

* Aritmética: es la mas utilizada y -
conocida. 9 3 5 0,0612  0,1020 27
* Geomeétrica: sirve para promediar 10 6 11 0124 02245 60
. . . . 12 8 19 0,1633 0,3878 96
variaciones acumulativas (finanzas). 15 11 30 02245 06122 165
° Lot . i : 20 8 38 0,1633 0,7755 160
Aern!ca. sirve para p.rc')medlar i . 2 o124 o0goso 132
rendimientos, productividades 25 4 48 00816 09796 100
(cocientes entre magnitudes). . s
16,0408
* Media aritmética. 16,0408 es el valor representativo
.o XiMytXpMptetXpny Sr o xm de la distribucion de frecuencias
X = N - N (centro de gravedad de Ia
distribucion): Si todos los
* Ventajas: Unica, siempre calculable y trabajadores  ganaran 16,0408
utiliza todos los valores de |la cientos de euros, el montante global

de los salarios seria igualmente
16,0408 x 49 = 786 cientos de euros.

distribucion.
* Inconveniente: queda invalidada ante |la
existencia de valores extremos (outliers). 5



I 2.1. Medidas de posicion: media. I

e ¢iQué ocurre cuando la

n
2
distribucion de frecuencias 9 3 5 00612 01020 27
P . 10 6 11 0,1224 0,2245 60
esta agrupada en intervalos? = g 19 01633 03878 96
15 11 30 0,2245 0,6122 165
20 8 38 0,1633 0,7755 160
* Enlugar de los valores de |la 22 6 44 01224 08980 132
. , 25 4 48 0,0816 0,9796 100
variable (ya no estan 7

especificados) hay que utilizar 1675208
las marcas de clase.

10 20 15 27 10 2,7000 405
e Esto da lugar a un error de 50 30 ot 1 10 11000 275

agrupamiento. /3

15,0000

15,00 cientos de euros es el valor representativo de la distribucion de
frecuencias (centro de gravedad de la distribucidon): pero en este caso, la media
por la frecuencia total no coincide con la suma de los salarios: 15,00 x 49 =
73,50 cientos de euros, cuando vimos que si no se agrupan las observaciones,
la suma de salarios es 78,60 cientos de euros: error de agrupamiento.



I 2.2. Medidas de posicidon: mediana.

* Medida de posicion central.

* Aplicable a variables y atributos en escala
ordinal.

* Valor de la variable que toma el caso que

divide a la distribucion de frecuencias en
dos grupos con el mismo numero de 8 2 2
9 3 5
Casos. 0 . o
* Si N esimpar, la mediana es el valor 12 8 e
15 11 30
.., N+1
gue toma el caso en la posicion — 20 8 38
2 22 6 44
* Si N es par, puede haber dos 25 4 48
. 30 49
medianas: los valores que toman los N= 49  Me=15

casos en las posiciones ryy + 1. En
P 2 y 2 ) En este caso N es impar (49), por lo que

ese caso, se toma como Unica mediana  habra un valor mediano, correspondiente

el promedio de ambas. al caso que ocupa la posicién: (49+1)/2=25.
Ayudandonos de la frecuencia absoluta

) oL, acumulada, vemos que el valor de la

* Buena medida de posicion central ante |la variable del caso que ocupa la posicién 25

existencia de valores extremos (outliers). es 15,00 cientos de euros.



I 2.2. Medidas de posicién: mediana. I =

* iQué ocurre cuando

frecuencias esta agrupada en intervalos?

* Se procede del mism

la distribucion de

0 modo para

localizar el intervalo mediano
* Si N es impar, el intervalo mediano es
aquel en el que toma valor el caso en

.., N+1
la posicion —

* Si N es par, puede haber dos
intervalos medianos: aquellos en los
gue toman valores los casos en las

posiciones g y % + 1.

* Dentro de los intervalos medianos, las
medianas se calcularan con las férmulas:

N+1

i—-1

* Nimpar:Me=1L;_ ;+2——¢;

* Npari:Me=1L;,_, +

Me = Li—l +

n;

G Y

N
?‘l‘l—Ni_l

N
5 Ni

C.
n; t

\, I

B

L L X n. N. C

0 10 5 11 11 10

10 20 15 27 38 10

20 30 25 11 49 10
N= 49 Me=15,1852
N+1
2N

Me = Li—l + Ci
n;
49 2+ 14 o
=10 + +10 = 15,1852
27

En el caso de que N sea par, se hara
lo mismo con las fdérmulas

. N N
correspondientes a los casos Y5 +

1, obteniéndose dos medianas, que
se promedian para obtener una
Unica mediana.



I °.3. Medidas de posicion: moda. NG ‘\1 [

Ty

* Medida de posicion central.
8 2 2
] ] 9 3 5
* Aplicable a variablesy 10 6 11
. . 12 8 19
atributos en escala ordinal y 10 " 20
nominal. 20 8 38
22 6 44
25 4 48

* Valor de la variable mas
repetido en la distribucion.

* Mejor medida de posicion
central para atributos en
escala nominal. ' T TR YTEY

"l""nu"-mn.. T ””“”""“"N”"”




I °.3. Medidas de posicidon: moda. N '&

e ¢Qué ocurre cuando la distribucién de
frecuencias esta agrupada en intervalos?

* Depende de silos intervalos tienen o no la
misma amplitud.

* Sitodos los intervalos tienen la misma

amplitud, se buscara aquel que tenga una
mayor frecuencia absoluta (intervalo modal),

L. X: n. of
] ) 10 5 11 10 1,1000
y se obtendra la moda con la férmula: 10 20 15 27 10 2,7000 15,0000
20 30 25 11 10 1,000

ni—nij—q

(ni—nj—1)+(mi-nj41)

MO — Li—l +

Ci
n;y —n;—q

Mo =1L;_,+ ‘¢
Uy —mm) + (— )

* Si NO todos los intervalos tienen la misma
amplitud, se buscara aquel que tenga una =10 + 27— 11 .10 = 15
: . (27 — 11) + (27 — 11)
mayor densidad de frecuencia (intervalo
modal), y se obtendra la moda con la
formula:

di—di—1 ]
(di—di—1)+(dj—diy1)

Mo = Li—l + Ci

10



I ©.4. Medidas de posicién: cuantiles. NI &\ R

7%

 Medidas de posicion no-central.

. . s . i“
* Generalizacion de la mediana. %
* Valores de la variable que dividen a ; %
la distribucién en un determinado 1 ﬁ
f ¢ \)
numero de grupos, de manera que o
todos contienen el mismo numero 24
de casos. ol
« Mas habituales: lg
e Cuartiles. i

* Deciles. '

* Percentiles.

11



I 3. Momentos respecto al origen y respecto a la media. | R T [

* Los “momentos” son expresiones matematicas que, respecto a un origen
arbitrario O, , se definen como:

?:1(351' — 0.)" - n;
N

M, =

Si Oy = 0: momentos respecto al origen:

Zl 1xl .
a a,’?
r N ety
* Si 0; = X: momentos respecto a la media:
S\T
1(xl _ x) n;
r N
* Propiedad:

12
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I 4.1. Medidas de dispersién: Introduccién. I

e Supongamos 2 distribuciones de frecuencias de una misma variable,
gue tienen la misma media:

X
g & L— —eo—®

X

e ¢En qué distribucion la media es mas representativa de los valores
gue toman los casos o individuos?

* Cuantificar esta representatividad de las medidas de posicion central:
medidas de dispersion.

 Sila distribucion esta agrupada en intervalos: utilizar marcas de clase.

13
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I 4 .2. Medidas de dispersién: Varianza y Desviacion Tipica. |

e Varianza:

n —\ 2

i=1 (g — %) -
N

§2 =

 Media de |a distancia al cuadrado de los valores que toman los casos
con respecto a la media.

* Desviacion tipica:

» Varianza y desviacion tipica tienen dos inconvenientes:
* No estan acotadas superiormente.
* Medidas absolutas.

14



I 4.2. Medidas de dispersion: Varianza y Desviacion Tipica. N g‘f [

e Varianza:

2 2
S m, = d, — aj
2
i=1Xi Ny -\2
= — (k)° =
N
287,7959 — (16,0408)“ = 8 2 16 128 1024 8192
30,4881 cientos de euros al 9 3 27 243 2187 19683
cuadrado 10 6 60 600 6000 60000
. 12 8 96 1152 13824 165888
15 11 165 2475 37125 556875
. Y I 20 8 160 3200 64000 1280000
Desviacion tipica: 22 6 132 2904 63888 1405536
/SZ — 25 4 100 2500 62500 1562500
S5=+ V30,4881 = 5,5216 30 1 30 900 27000 810000
cientos de euros. 14102 277548 5868674
a, a3 a,
* ¢Unidades de ambas medidas? %= 16,0408  287,7959  5664,2449 119768,8571

* ¢Lavarianza / desviacion tipica son
suficientemente pequefas para
afirmar que la media aritmética es
representativa de la distribucion de
frecuencias? éPor qué?

15



I /3. Medidas de dispersion: Coeficiente de dispersion. I S5 1

)

e ¢Cual de estas dos empresas tiene un salario medio mas representativo?

x;: salario (cientos de euros) y;: salario (cientos de euros)

n. n.

2 3

3 4
10 6 60 600 6000 60000 10 5 50 500 5000 50000
12 8 96 1152 13824 165888 12 7 84 1008 12096 145152
15 11 165 2475 37125 556875 15 10 150 2250 33750 506250
20 8 160 3200 64000 1280000 20 7 140 2800 56000 1120000
22 6 132 2904 63888 1405536 22 5 110 2420 53240 1171280
25 4 100 2500 62500 1562500 25 4 100 2500 62500 1562500
30 1 30 900 27000 810000 30 4 120 3600 108000 3240000

277548 5868674 335038 7833714

a, a, a, a,

287,7959 5664,2449 119768,8571 318,2449  6837,5102 159871,7143

$2=m,= 30,4881 S2=m,= 42,2782
S= 55216 S= 65022

16



I 4.3. Medidas de dispersion: Coeficiente de dispersién. I “5' [

* ¢Ysien la primera empresa se paga en florines hungaros
(1 euro = 236 florines)?

x;: salario (miles de florines) y;: salario (cientos de euros)
; n N 2011 3-n, A-n, y; n 2N, 3-n,

188,8 2 377,6 71290,9  13459718,1  2541194785,6 8 3 24 192 1536 12288

212,4 3 637,  135341,3  28746487,9  6105754024,0 9 4 36 324 2916 26244

236 6 1416 334176,0 788655360 18612266496,0 10 5 50 500 5000 50000

283,2 8 22656  641617,9 181706194,9 51459194408,1 12 7 84 1008 12096 145152

354 11 3894  1378476,0 487980504,0 172745098416,0 15 10 150 2250 33750 506250

472 8 3776 1782272,0 841232384,0 397061685248,0 20 7 140 2800 56000 1120000

519,2 6 31152  1617411,8 839760227,3 436003510028,7 22 5 110 2420 53240 1171280

590 4 2360  1392400,0 821516000,0 484694440000,0 25 4 100 2500 62500 1562500
708 501264,0  354894912,0 251265597696,0 30 4 120 3600 108000 3240000

18549,6  7854249,9 3648161964,3 1820488741102,4 335038 7833714

a, a,
16,6122 318,2449  6837,5102 159871,7143

a, a, a, a,

%= 378,6 160290,8  74452285,0 37152831451,1
S2=m,= 42,2782
S= 6,5022

$?2=m, = 16980,6689
S= 130,3099

e ¢Cual de estas dos empresas tiene un salario medio mas representativo ahora?

17



I 4.3. Medidas de dispersion: Coeficiente de dispersién. I %' [

* La estructura salarial es la misma en la primera empresa, se pague en euros o
en florines; pero cambia el resultado de la comparacion: efecto de tener
diferentes unidades.

* Medidas relativas: sin unidades.

[ ] L] L] LI 4 S
* Coeficiente de dispersion de Pearson: V = =
X
* ¢Interpretacion?
x;: salario (miles de florines) y;: salario (cientos de euros)
188,8 2 377,6 71290,9  13459718,1  2541194785,6 8 3 24 192 1536 12288
212,4 3 637,2  135341,3  28746487,9  6105754024,0 9 4 36 324 2916 26244
236 6 1416 3341760 788655360 18612266496,0 10 5 50 500 5000 50000
283,2 8 22656  641617,9 181706194,9 51459194408,1 12 7 84 1008 12096 145152
354 11 3894  1378476,0 487980504,0 172745098416,0 15 10 150 2250 33750 506250
472 8 3776 1782272,0 841232384,0 397061685248,0 20 7 140 2800 56000 1120000
519,2 6 31152  1617411,8 839760227,3 436003510028,7 22 5 110 2420 53240 1171280
590 4 2360  1392400,0 821516000,0 484694440000,0 25 4 100 2500 62500 1562500
708 501264,0  354894912,0 251265597696,0 30 4 120 3600 108000 3240000

18549,6  7854249,9 3648161964,3 1820488741102,4 335038 7833714

a, a, a, a, a, a,

16,6122 318,2449  6837,5102 159871,7143

i= 378,6 160290,8 74452285,0 37152831451,1

$?2=m, = 16980,6689
S= 130,3099 V=0,3444

¢Cuanto valdra V en la primera empresa con los salarios en cientos de euros?

18

S2=m,= 42,2782
S=  6,5022 V=0,3914




I S5.1. Medidas de forma: Introduccién. NN “3' [

* Miden el grado de deformacidn
vertical y horizontal de la
representacion grafica de una
distribucion de frecuencias.

 Silas frecuencias estan agrupadas en
intervalos, se trabaja con marcas de
clase.

* Dos tipos:
 Medidas de asimetria:
deformacion vertical.
* Medidas de apuntamiento o
curtosis: deformacién horizontal.

19



A

I S.2. Medidas de forma: Asimetria. I

o

* Miden el grado de deformacidn vertical con respecto a un “eje de
simetria”, que es aquel que pasa por el valor medio de |a distribucion.

Mo
X

A = =
= =

2= [ =
u = .
u =
= = .
u u
= L] ~
= = -
= . -
= =

a T T T T

2,00 8,00

Distribucion L ., Distribucion
. . Distribucion e . .
asimétrica positiva R asimétrica negativa

simétrica

— my = Z(xi —x)3 % - > ‘ i
AT ’ ;

20



I 5.2. Medidas de forma: Asimetria.

) |
RS
At
) |

|
a

7T %

AN
L~

Distribucion . ., Distribucion
e .. Distribucion . )
asimetrica positiva e asimetrica negativa

simetrica
Para poder comparar distribuciones: medida relativa.
Coeficiente de asimetria de Fisher:

ms
91:F
g1 >0 g1 =0 91 <0

g1 = 0 es condicion necesaria pero no suficiente para la simetria

21



I S.2. Medidas de forma: Asimetria. | IININININIIIIIINGDEN %

3
ms az — 3axaq + 2a7 I =
1024 gl = 3 = 3 = 0'4121 E
9 6 54 486 4374 S 2 ’ =‘ g
+ya; —ag Hhes
10 12 120 1200 12000 ) -1> 0 :
11 9 99 1089 11979 Mo X g
12 7 84 1008 12096 S et
13 6 78 1014 13182 0
14 5 70 980 13720 s
15 2 30 450 6750 j
1 256 4096 . I s
“- Suma = 567 Suma = 6611 Suma = 79221 0

| | @ =x-113% | @, -13222 | a, 158442

3
nn“mm m;  az —3a,a; + 243
2 1024 91=353 = N 0,0683
9 3 27 243 2187 (+ a, —ajy
10 7 70 700 7000 _
X Mo
11 8 88 968 10648 -
12 12 144 1728 20736 12 I
13 7 91 1183 15379 >
14 6 84 1176 16464
15 3 45 675 10125 o e I I I
16 2 32 512 8192 2
N B I l
“ Suma =597 Suma = 7313 Suma =91755 8 9 10 11

[ | a=x=119 a, =146,26 a; =1835,10

22



I 5.3. Medidas de forma: apuntamiento o curtosis. I SN

* Miden el grado de deformacidn horizontal con respecto a una distribucion
“tipo”, la distribucion normal.

* Se supone previamente que la distribucion es campaniforme, unimodal, y
simétrica o con ligera asimetria.

/
\ | /1 \
711N —r
VN LN B4 s
.|_
Distribucién Distribucion Distribucién
platicUrtica mesocurtica leptocUrtica

* Para encontrar una medida de apuntamiento, Fisher se da cuenta de que, en la
3 L [ 4 m
distribucién normal m, = 35*, conlo que: 3 — 3 = 0.

23



B S.3. Medidas de forma: apuntamiento o curtosis. NN &% N

' \ /1 1\
N N A
'___,/ \\.. '..-'/ \\.. ...f/ \

Distribucion Distribucion Distribucion
platictrtica mesocurtica leptocurtica

Asi obtiene una medida relativa, el
coeficiente de apuntamiento de Fisher:

g2 <0 g>=0 g>>0

24



I S.3. Medidas de forma: apuntamiento o curtosis. NN -

(I I S N
W N R o O ®

e

O

11
12
13
14
15
16

Ul N
IHI—\NWLOOLOWNI—‘

IHWU‘IO\\IOO\IO\U‘IW

8 64 512 4096
18 162 1458 13122
30 300 3000 30000
99 1089 11979 131769
240 2880 34560 414720
117 1521 19773 257049
42 588 8232 115248
30 450 6750 101250
16 256 4096 65536

Suma = 600 Suma =7310 | Suma=90360 | Suma=1132790
a; = x =12,00 a, =146,20 | az =1807,20 a, =22655,80

24 192 1536 12288
45 405 3645 32805
60 600 6000 60000
77 847 9317 102487
96 1152 13824 165888
91 1183 15379 199927
84 1176 16464 230496
75 1125 16875 253125
48 768 12288 196608

Suma = 600 Suma = 7448 | Suma =95328 | Suma= 1253624
a; = x =12,00 a, =148,96 | az =1906,56 a, =25072,48

A,

o

a, — 4asa, + 6a,a? — 3af

Ma_ 4 3 = 0,9256
92 =gy — o= 2 —o2=Y
st (az - af) :
i IS g2>0
10 ,// \\\\\
= m =n I I B = -
m a, — 4a-.a, + 6a,a% — 3a*
g=—3=———-1——21 — 1. _3=-09253
S (az - af) /\
- g2<0

S o

o
r  _oaem=T
/’-‘
/”

- -
5 .
2
(o]

8 ] 10 11

16
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iMuchas gracias!
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B Contenido IIINEENEENEENEENENENEEEEE <\

@ Distribucion bidimensional de frecuencias.
@ Independencia y dependencia estadistica.
9 Momentos bidimensionales.



I 1. Distribucion bidimensional de frecuencias. I -

B

X [ ]
* Tenemos 2 caracteristicas que afectan a un mismo grupo de
Casos.

» Se podria generalizar para el caso de n caracteristicas (n-
dimensional).

* Uno de los temas mas importantes es el de |la
independencia o dependencia estadistica entre las
variables que integran la variable bidimensional.

* Dependencia estadistica: coincidencias entre los
comportamientos de las variables, lo que puede llevar a
pensar que dichos comportamientos estan relacionados.



B 1. Distribucién bidimensional de frecuencias. IS &%

* Tabla de correlacion:

n;;: frecuencia absoluta conjunta.

Nje = Zlenij: frecuencia marginal de la variable X.

n.,j = ?=1nl-j: frecuencia marginal de la variable Y.



I 1. Distribucidn bidimensional de frecuencias. NN &

_ N 7 _Myp 7 Y] f _ N
fx:xlfy=y1 = N x=x1/y=yz = g x=x1/y=y; = n., x=x1/y=yy = T
N2y _ T2z _ Naj _ Mok

fx:xz,"y=y1 = _n . fx:xz,f‘y:yz = Tz fx:xz,"y=yj— = n.; fx:xzj’y=yk = .
I My f ; _ My f . _ Ny feo Ny

= =¥y — x=xj/y=y2 = x=xi/y=y; = x=x;/y=yr —

x=xi/y=y1 ., uyY=y2 T, i/ Y=yj n.; Y=Yk T,
_m Ji _ T2 f _ My £, _ Ink

feexnty=ys = N x=xp/y=yz = 5 x=xp/y=yj = n., x=x/y=ve T

_n
.fl._r?
1, =%

condicionada a Y.
'fy=yj/x=xi

condicionada a X.

.fx=xi/y=3’j =

Tlij

_ T

N Frecuencia relativa conjunta.

Frecuencia relativa marginal de la variable X.

Frecuencia relativa marginal de la variable Y.

n.j Frecuencia relativa de la variable X

- n: Frecuencia relativa de la variable Y
le

f Ny f _ M f Y] f _ Mg
y=y1/x=x1 — . y=y2/x=x; N y=yj/x=x, N V=V x=xy n,.
f _ f == I N2 7 = ek
y=y1/x=x, = g y=yz/x=2 = 9 y=y;/x=xy = . y=yi/x=xs = g
Ny iz Nij ik
Fr=yutx=x; = . Fr=yatx=x; = . fy:y;/x:xs - . Fy=yitx=2; = .
f _Mn1 f _ M2 f _ My f; _ Mk
y=yi/x=xp e y=ya2/x=x, Tee y=yj/x=xp e Y=Y/ x=xp e
>
>



I . Independencia y dependencia estadistica. I &

* Independencia estadistica: los
valores que toman las variables para
cada individuo no estan
relacionados.

* Dependencia estadistica: los valores
gue toman las variables para cada
individuo parecen tener algun tipo
de coincidencia en sus
comportamientos.

* Si hay dependencia estadistica, élos
comportamientos de las variables

estan relacionados?

e Condicién de independencia:

_myj nl. ..

¢ fx=xi/y=yj - n_] - - fl- Vi, J
nij _ n-] . .

" Jy=yj/x=x; = . =fj Vij

e ¢lnterpretacion?

Ejemplo de independencia:
*X="salario percibido mensual (cientos de euros)”
o" H H ”n
*Y="gasto en ocio mensual (cientos de euros)
Frecuencias relativas:
1 2
20 0,0772 0,1544 0,0386
30 0,1158 0,2317 0,0579
40 0,0927 0,1853 0,0463
Marg. Y 0,2857 0,5714 0,1429
Frecuencias condicionadas:
1 P 3
0,2857 0,5714 0,1429 f My _Ter_
0,2857 0,5714 0,1429 | JY=vi=x T . TN T
0,2857 0,5714 0,1429
Mj _ T _ ¢
Tl.j - N - fl.




I °. Independencia y dependencia estadistica. NN &

b

Ejemplo de independencia:
*X="salario percibido mensual (cientos de euros)”

*Y="gasto en ocio mensual (cientos de euros)”

* Condicidon de independencia en
una expresion mas manejable (se
llega a lo mismo tomando como
condicionante X):

nij Nj. . .
fx=xi/y=yj = n_] ~ N fie Vi 20
*j O 44 0;0360 f11 =ﬁ
0,1158 0,2317 0,0579
N, * Tl.j 0,0927 0,1853 0,0463
nij = N

70 74
fre f1m 555 5eg

En todas las frecuencias conjuntas se da la igualdad:
independencia.



I . Independencia y dependencia estadistica. I &

Ejemplo de dependencia estadistica:

*X="“salario percibido mensual (cientos de euros)”

*Y="“gasto en ocio mensual (cientos de euros)”

Frecuencias relativas conjuntas:

1 2 3 15
fi1 =55
0,1544 0,2317 0,1853
0,0386 0,0579 0,0463

Producto de frecuencias relativas marginales:

74 65
fie f17 55 505

0,0579
0,0463

NO en todas las frecuencias conjuntas se da la igualdad: dependencia estadistica.



I 3. Momentos bidimensionales. I <\

* Momentos bidimensionales respecto al origen:

h k T S
. i=12j=1% "V " Nij
aT‘S - N

* Momentos respecto al origen importantes:

h vk ,1..0 . R
_ i=12j=1xi Yi Nij  Lij=1X{ "N
%10 = N TN
h k 0 1 k 1
_ i=12j=1xi Vit Ny Lj=1Yj "Nej

h vk
- D=y Xj=1%i " Yj* ij
11 N




I 3. Momentos bidimensionales. I <\

* Momentos bidimensionales respecto a las medias:

_ A\S
SR B G =T (= 9)
B N

mTS

* Momentos respecto a las medias importantes:

_ \0 i
_ X O =02 (y;—9) -y _ Y — %)%

= = G2
myo N N x

_ -\ 2 \2
_ ?=1Z?=1(Xi —-x)°- ()’j ~ ) "Ny Z?=1(yj ~7) M _ §2
N N Y
N1 Bfea =) (y;=9) . _
N

myq = Sxy : Covarianza.

e Calculo:

2 _ _ 2
* Sy = My = dyp — Af

2 _ _ 2
* 5y =Mpy = Aoz — Ay

* Sxy =Mq1 = a11 — A1 * Qo1 10



I 3. Momentos bidimensionales. I <

 Ejemplo 1:

400 1600 600 hok 300 1200 1740
900 3600 1350 <« Z Z Xi Y Mg ay ——> 1200 3600 4320
960 3840 1440 =< 400 1200 1440

14690
56,7181

15400
59,4595

30,5405
1,8571
0,0000

28,5714
2,0927
-0,3309

Propiedad de la covarianza S, : Si dos variables son independientes, su covarianza

siempre vale 0. En cambio, hay casos en los que la covarianza vale 0; pero las
variables no son independientes.

11



iMuchas gracias!
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B Contenido IIINEENEENEENEENENENEEEEE <\

@ Regresion.
@ Bondad del ajuste.
9 Correlacion.

9 Generalizacién de la regresion.



I 1.1.Regresion: Introduccién NN ©

e Supuesto de partida: existe dependencia
estadistica.

e Cuestiones:

e ¢Qué estructura tiene esa dependencia?
(representacion matematica) Analisis de regresion.

e iQué intensidad tiene? Analisis de correlacion.



I 1.1.Regresion: Introduccién NN ©

e Supongamos una variable explicada o dependiente Y; y una
serie de variables explicativas X, X,,..., X,..

* El analisis de regresion trata de encontrar la estructura

matematica que mejor explique Y en funcion de las variables
explicativas.

* Regresion simple: una unica variable X.
* Tipos:

* Regresion tipo |.

* Regresion tipo ll.



I 1.1. Regresion: Introduccion

Regresion de Y sobre X

=2 )
* Las frecuencias no nulas se plasman en ! ¢
el grafico de dispersidn como puntos. .
* Puntos mas oscuros: mayores 0 5 10 15 20
frecuencias mas importantes, pues X
implican a mas casos. Regresion de Y sobre X
* Regresion: funcion matematica y; = 4
f(x;) cuya representacion representa lo
mejor posible a la nube de puntos, 3 °
sobre todo a los puntos mds oscuros S — yi=f(x)
(mas casos). A = y_z_________________.._:;_“_“_”_::_10_ """"""""
- y;: Valor real de la variable Y. R 11{ ______________ L @
« 9,;: Valor propuesto por la regresion 7 :
cuando x = x;. 0 2
0 5 10 15 20

* e;: Error cometido por la regresion:
residuo. e;; = y; — 9 =2 y; = 9; + e;;



I 1.1. Regresion: Introduccion NN <\

Regresion de Y sobre X

forma funcional (tipo de funcidn
matematica) y unos parametros estimados
(valores de los parametros que estan
presentes en la funcion) 0 5 10 15 20

* Laregresion y; = f(x;) consta de una =2 i L {

* Ejemplo: si la forma funcional de la
.7 7 . /\‘ _ . . . 2 _ . A 2
regresion es un,a parabola: y.l =a+b-x;+ mmz Z e’y = mmZZ(yj - %) ‘1
c - x?,y los parametros a estimar son: a, b i T

y C.
Criterio de estimacion de la

« ¢Cuél serd el valor de los pardmetros? regresion minimo-cuadratico
. 2
Aquellos que min ); Y. e * ny;

* Interpretacion.



Regresién de Y sobre X

B 1.1.Regresion: Introduccion GGG N

Regresion de Y sobre X Regresién de Y sobre X
4 4 4
Y g
3 Y 3 e 0. 3 o 0
o - e * ° ;e
NS o e o/
=2 \\ ° ° //. =2 /,J =2 ° /,0
.. o 7 o S
e e " - PY / P
T e - o ° 1 °/® 1 ° e
° o ° e
o _ o0
0 0 0
0 5 0 5 0
Xi X; X
~ S b 5. — X
— 2 _— .yl =
Ji=a+b-x;+c-x; Yi=a-x; yi=a-b
Regresién de Y sobre X Regresion de Y sobre X Regresion de Y sobre X
°
4 4 4
° °
¢t e
o0
3 L4 3 e ° 3 LI
~.o © [ e ° ° . o
S y °
. ° b [} [ ] 2 [ ] 'II 2 ° [ ]
= ARt = 1 =
L4 . oo ® ° YA ° o e o
. & .
1 o o2 1 o ° 0 o 1 ° ¢
® .20
0 0 ° 0
0 5 0 5 0
X; Xi X
S 1 A. = 7
Yi 1 4+ e—(at+bxp) Yi=i



Regresion de Y sobre X

3 [ J
=20 T e o
* Regresiony; =f(x;)=a+b-x;, T
1 °
* ¢Cual sera el valor de los parametros? .
0 5 10 15 20

Aquellos que minY; ¥, e? - ny;

* Enelcasolineal:
* Tras resolver el problema de minimizacion:

minizefj-nu= S
i Xy
) ~\2
min ()’j - 3’i) "Ny =
J

i

manZ(y] —a— bxi)z . nij
J

i



B 1.2. Regresion: caso lineal. NN <

Regresion de Y sobre X

Ptoe
-
-
-
-
-

-
P

-
-
-
-
-

-
P

Pt
R
-
.
-
-
-
-
-

Resultados Regresion:

a,,= 0,1772

X=a,,= 0,2085 \ 0 5 10 15 20
- X:
y:am: / i

XV 5 ~ Sxy

= 121,2500 a=j-—
4,7250

PR
.
-
-
-
-
-
R
-
P
P
15

- X
S)? S,%

9;=a+b-x;=0,2085+0,1772 - x;

2,8688 <«—— Sy, = mMyq = Aqq — Qg9 * Qo1

16,1875 +—— S2 = m,, = ayo — a’,

0,6244 <+ S5 =mgy, = ag, — ag;

Prediccion / Prevision:
éCuanto se prevé que valdra Y si x; = 20?
y; =0,2085+ 0,1772 - 20 = 3,7529



I 2.1. Bondad del ajuste: Coeficiente de determinacion general | ’&X [

iy

* ¢Representa bien la regresion la realidad? Bondad del ajuste.

* Coeficiente de determinacion:

* Parauncaso:y; =9; + e
* RestandolamediadeY:y; =y =9, -y +e;

2
* Elevando al cuadrado: (y; — 37)2 = ((yi -+ eij)
N2 . ~
* Desarrollando: (y; —7) = (3; —=7)*+e; —2- @i —7) - &
* Sumando para todos los casos:

2 ~" = ~ =
22(%—3’) "Ny =22()’i—y)z'nij"‘zzeizj'nij—2°22()’i—3’)°eij'nij
i i i i Y |

0 en el caso minimo-cuadratico

* Dividiendo entre N:

—\2 ~ —
2,0 =9) n TG = 9?m. TiXjehny
N N N

2

s2
Sp = Sf, + 52 = 53% =S;— S =R*= 5—32’ = 1 — 33 : proporcién de varianza (comportamiento) de Y
y y

recogida por la regresion
. Sﬁ: varianza deY; SJE,: varianza debida a la regresién de Y sobre X; S2: varianza residual

10



I 2.2. Bondad del ajuste: Coeficiente de determinacion lineal lll &

- 0<R?<1

* A mayor valor, mejor ajuste (representacion de la
realidad).

_ Sky

« Casolineal: R? = =%
Sx.Sy

945 Resultados Regresion:
23,6250 b= 0,1772
10,2500 a= 0,2085

2,0250 Coeficiente de Determinacion:
121,2500 R2= 0,8143
4,7250 éInterpretacion?
2,8688
16,1875
0,6244

11



I 3. Correlacién GGG <

Analisis de correlacion: Medicidn de la intensidad con que se relacionan
estadisticamente dos variables.

El R? mide la calidad de la representacion de la realidad por parte de la
regresion. Esto depende de:

* Sila forma funcional es correcta (A).

Si la relacion estadistica real entre las dos variables es intensa (B).

. Regresion de Y sobre X ﬂ

Regresién de Y sobre X

12



I 3. Correlacion IEEEEEGGGGGGGNGNGNGE <\

* Vamos a suponer que la forma funcional es correcta. Entonces, el
R? nos informara de la intensidad de la relacidn existente entre las

dos variables:

Regresion de Y sobre X

Alto R?: relacién muy intensa.

H Regresion de Y sobre X

°
o ©
~~~~~~~ o
S T ® o °
[ ) o
~~~~~~~ °
=2 ° ° o -g.
e T
° s
1 °
0
0 5

Bajo R?: relacién poco intensa.

13



I 3. Correlacion

A partir del R? se obtiene otra medida: el coeficiente de correlacién (R): raiz
de R? con el signo de la covarianza:

2
_ Se
R=F[1-=
52
y
* Enelcasolineal:
R =%
Sy Sy
» Regresion de Y sobre X
Regresion de Y sobre X ,
4
o, 3 °
30 et s [ ] [ ]
° ._./,,.—".” ° o 'y PY °
2 o o° .__,_.——"‘/; =2 o 5.0 e®®
e A e
®eo .o~ 1 \"‘.‘\..
1 T ° L ‘.‘~~
0
0 0 5
R proximo a +1: relacién muy R préoximo a -1: relacion muy
intensa y en el mismo sentido. intensa y en el sentido

opuesto.

14



I 3. Correlacion GGG <

e —1<R<+1

* A mayor valor absoluto, mayor relacién estadistica entre X e Y.

e (Casolineal: R =
Sx'Sy

945 Resultados Regresion:
23,6250 0,1772
10,2500 0,2085
2,0250 Coeficiente de Determinacion:
121,2500 R2= 0,8143
4,7250 R= 0,9024
2,8688
16,1876Interpretacion?

0,6244

15



I 4. Generalizacion de la regresion

TR
RN

I TN
LT e

__-_____w _______z__‘_-u-

14 ====-=-=-w
-n“_— nnn- -_E-n.v.n

e Casos no-lineales: a veces se plantean entre variables relaciones estadisticas

gue no son de tipo lineal. Algunas de ellas, no obstante, son linealizables, y
se pueden estimar previa transformacion de los valores de las variables

(caso exponencial o potencial).

algebra

Itiple: existen varias variables explicativas. Estimacion:

on mu

r 4

* Regresi

lineal.

16



iMuchas gracias!
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I 1. Concepto de nimero indice IIININNENNGGGNGNGNGNGNGNGNGGEG &

B

* Tabla de precios:

Periodo Precio bien A (euros) Precio bien B (délares) Precio bien C (euros)

0 10 5 1100
1 15 12 1250
2 20 28 1500
3 28 , 30 , 1800

* Cuestiones que se pueden plantear:

 Comparacion de la evolucién de los precios de cada bien:
numeros indice simples.

 Medida de la evolucion global o conjunta de los precios de
todos los 3 bienes: numeros indice complejos.

* Numero indice: medida estadistica de los cambios que se

producen en una magnitud simple o compleja a lo largo del
tiempo o del espacio.



I 1. Concepto de nimero indice INIIINIEGEGGEGGGNGGE ’&X [ ]

B

 Periodos a tener en cuenta:

* Periodo base: momento del tiempo en el que el valor de |la
magnitud se toma como referencia.

* Periodo actual: momento del tiempo en el que el valor de la
magnitud se compara con el valor que tenia en el periodo base.

e Segun el periodo base cambie o0 no, los numeros indice
pueden ser de base fija o encadenados.



I 2.1. Nimeros indices simples: de base fija INIIIIIIININIGEEE % [

* De base fija:

Precio Producto A Cantidad Vendida Ventas Producto A
Periodo (euros/unidad) Producto A (unidades) (euros)
0 30 1200 36000
1 33 1500 49500
2 45 1800 81000
3 54 2100 113400

* Queremos saber la evolucion que han seguido estas 3 magnitudes (precio, cantidad
y valor) a lo largo del tiempo, comparando el valor en cada periodo actual con el
gue tenian en el periodo base:

S|®
S
I
|
<

(o )

|

|
o
)
o

ps =

Periodo Indice de precios Indice de cantidades  Indice de valor

0 1,0000 1,0000 1,0000
1 1,1000 1,2500 1,3750
2 1,5000 1,5000 2,2500
3 1,8000 1,7500 3,1500

; 54
o pg’ — Piz —- —— = 1,8
Pio 30

* El precio se ha incrementado del periodo base (0) al periodo actual (3) en
(1,8—1)-100 = 80%



I 2.2. Nimeros indices simples: encadenados NG % [

e Encadenados:

Precio Producto A Cantidad Vendida Ventas Producto A
Periodo (euros/unidad) Producto A (unidades) (euros)
0 30 1200 36000
1 33 1500 49500
2 45 1800 81000
3 54 2100 113400

* Queremos saber la evolucion que han seguido estas 3 magnitudes (precio, cantidad
y valor) a lo largo del tiempo, comparando el valor en cada periodo actual con el
gue tenian en el periodo base (el inmediatamente anterior):

Pt ¢ _ qt Pedt

t t t t
Pt-1 = qi-1 = Vieg = = DPt-1 "9t
Pt-1 1 qe-1 Pt-19t-1
Periodo indice de precios indice de valor

0 _ _ _

1 1,1000 1,2500 1,3750

2 1,3636 1,2000 1,6364

3 1,2000 1,1667 1,4000

) pg — Piz — ﬁ — 1,2
Piz 45

* El precio se ha incrementado del periodo base (0) al periodo actual (3) en
(1,2—1)-100 = 20%



I 2.3. NUmeros indices simples: presentacién N &

* Las instituciones suelen presentar los numeros indice multiplicados
por 100. En los de base fija esto implica que, en el periodo base, el
numero siempre vale 100:

* Base Fija:
Periodo indice de precios indice de cantidades indice de valor
0 100,00 100,00 100,00
1 110,00 125,00 137,50
2 150,00 150,00 225,00
3 180,00 175,00 315,00

 Encadenados:

Periodo Indice de precios indice de cantidades indice de valor

1 110,00 125,00 137,50
2 136,36 120,00 163,64
3 120,00 116,67 140,00




I 3. Propiedades de los numeros indice. I ﬁ% —

i
Propiedades que es deseable que verifiquen los niumeros indice (a continuacidén se utilizan
de precios, podrian ser de cantidades o valor):

Unicidad: Todo numero indice debe existir. O sea, el denominador NUNCA debe ser
nulo.

Identidad: Si se hace coincidir el periodo actual con el base, el nimero indice debe
valer 1 (o 100 si se presentan multiplicados por 100):

t pt
p =—=1
‘ Pt

Inversion o reversidn cronoloégica: Si se intercambian los periodos base y actual, el
numero indice resultante debe ser el inverso del original:
__Da _DPp

a pb _1
l’ — — — 2 . — — — —_—
b Pb ! a Pa 4

Proporcionalidad constante independiente de la base: el cociente entre dos numeros
indice con la misma base y periodos actuales a y b respectivamente, sera igual a un
numero indice de base by periodo actual a.

. Pa
ph — ph — pa — pa
p;’f bo  p, b .

Pn



I 4. Numeros indice complejos. NN ’&\l [ ]

Normalmente no estamos interesados en estudiar cantidades,
precios o valores de bienes o servicios individuales, sino de grupos
de éstos, de una forma global: numeros indice complejos.

Un numero indice complejo es un promedio ponderado de los
numeros indice simples de cada una de las N magnitudes.

Para el caso de un indice de precios de varios bienes:

Ict Z = e 2 4ypt i
0~ plO Z 1Wl pl 10 Z 1Wl pl 20 Z 1Wl pl=N,0 ZIL'V:lWi
Wi
« ——— son las ponderaciones.
Z =1 Wi
Wi
Pueden variar entre Oy 1, tal que YV = 1.

l_lZ —1 Wi



I 4. NUmeros indice complejos. I ©

Segun como se calculen las ponderaciones w; se obtendran distintos tipos de

numeros indice complejos.

* Indices de precios:

N

. plt Pio*qio Yi=1Pit'qio0
 Laspeyres: L, = N : = &
pey p i= 1p10 ZN1W1 = Ji= Ipio N piodaic  XX4pio-qio

N

Plt Pio qit Yi=1Pit'dit

* Paasche: p, = M =3
p i= 1p10 ZN Z Pio ENiDiodit YieqPiodit

* Fisher: F,=L,P,

 Indices de cantidades:

qlt Tio'Pio  _ Yieq qit'Pio

 Laspeyres: L, = N . i=

p y q i= 1qu Zl 1Wl Z QLO Zivzl dio'Pio Zl 1 9i0°Pio

e Paasche: p — gt — ¥ CIlt. GioPie _ _ Zi iePit
q l 11i0 ZN o IV qiopie XN, qiopie

* Fisher: F,=L,P,
10



I 4. NUmeros indice complejos. I ©

* Ejemplo precios: indices de precios de los 2 productos comercializados por una
empresa. Calcular los numeros indices para t=3, teniendo de base el periodo 0.

Precio Producto A Cantidad Producto A Precio Producto B Cantidad Producto B

Periodo (euros/unidad) (unidades) (euros/unidad) (unidades)
5 6000 12 2000
1 6 5500 15 3500
2 7 7000 20 4000
@ 10 7500 20 5000

YN pic-dqi0 106000 + 20 - 2000
P YN b do 56000+ 12 - 2000

L =1,8519 — 185,19si 0 =100

b _ ZicaPie - Gie _ 107500 + 20 - 5000
P TSN oG 5-7500 + 12 - 5000

=1,7949 - 179,49 s5i 0 = 100

E, =Ly, P, = \/1,8519 -1,7949 = 1,8231 —» 182,31 s5i 0 = 100

11



I 4. NUmeros indice complejos. I ©

* Ejemplo cantidades: indices de cantidades de los 2 productos comercializados
por una empresa. Calcular los numeros indices para t=3, teniendo de base el

periodo O.
Precio Producto A  Cantidad Producto A Precio Producto B Cantidad Producto B
Periodo (euros/unidad) (unidades) (euros/unidad) (unidades)
5 6000 12 2000
1 6 5500 15 3500
2 7 7000 20 4000
@ 10 7500 20 5000

YN 1 it Pio 75005 + 5000 - 12

L = _
17 YN Gio-Pio 6000 -5+ 2000 - 12

=1,8056 — 180,56si0 =100

p _ Zitdie Pie _ 7500 - 10 + 5000 - 20
TSN g0 pir 600010 + 2000 - 20

=1,7500 —» 175,00 si 0 = 100

F, = /Ly - B, = /18056 - 1,7500 = 1,7776 — 177,76 5i 0 = 100

12



I 5. Enlace y cambios de base. IIIIEIGNININININININININIGES ‘\ [

T

* Los numeros indice con base fija tienen un inconveniente: |la
eleccion del periodo base, ya que este, conforme avanzamos en el
tiempo, puede dejar de representar una situacion comparable con
las situaciones futuras.

* Soluciones:

* Trabajar con numeros indice encadenados.
* Proceder cada cierto tiempo a realizar un cambio de base.

e Para realizar un cambio de base, se utiliza la propiedad de
proporcionalidad constante independiente de la base:

e Base antigua: periodo 0.
* Base nueva: periodo h.

* Enlace técnico: p,tl = (ejemplo con indice de precios).

SLIS

13



I S. Enlace y cambios de base. NG ’&X [

wfw::

* Ejemplo: Se tiene el indice de precios correspondiente a un conjunto de bienes
de consumo, con base fija en el periodo 0. En cierto momento, se decide
cambiar |la base al periodo 4. Elabore la serie enlazada del numero indice con
base en periodo 4.

Periodo indice precios base = 0 indice precios base = 4 indice enlazado base = 4

0 1,0000 - 0,4545
1 1,3000 - 0,5909
2 1,6000 - 0,7273
3 1,9000 - 0,8636
4 2,2000 1,0000 1,0000
5 - 1,3000 1,3000
6 - 1,8000 1,8000
7 - 2,4000 2,4000
8 - 2,5000 2,5000
0
p 1,0000
. pg == = = 0,4545
p¢  2,2000
1
p 1,3000
« pi=22= =0,5909 ., pg
p 2,2000 -
2 1,6000  Ph pl
p :
* pi=T5= =0,7273 0
ps  2,2000
3
D 1,9000
. pf == = = (0,8636
Po 2,2000 . 14



I 6. Deflactacion de series econdmicas. NN &

 Somos los habitantes de una pequefia isla/Estado. Queremos medir su PIB
(cantidad de bienes y servicios producidos en la isla) en un periodo (afio) O:

Bienes y Servicios Cantidad (q,) Precio aiio 0 (p,) Valor afio 0 (q, X p,
Coco 2500 Kg. 2 euros/Kg. 5000 euros
Vino 800 litros 6 euros/litro 4800 euros
Cestas de mimbre 600 unidades 20 euros/unidad 12000 euros
Excursiones en grupo 34 excursiones contratadas 800 euros/contrato 27200 euros
Valor de la produccion aio 0 é? é? 49000 euros

15



I 6. Deflactacidn de series econdmicas. NG % [

* Enun periodo (afio) posterior t, nos planteamos medir de nuevo su PIB, para
ver si ahora se producen mas bienes y servicios que el afio O:

Bienes y Servicios Cantidad (q,) Precio ano 0 (p,) )

Coco 2500 Kg. 2 euros/Kg. 5000 euros

Vino 800 litros 6 euros/litro 4800 euros

Cestas de mimbre 600 unidades 20 euros/unidad 12000 euros

Excursiones en grupo 34 excursiones contratadas 800 euros/contrato 27200 euros

Valor de la produccion afio 0 é? é? 49000 euros
Bienes y Servicios Cantidad (q,) Precio ano t (p,)

Coco 2000 Kg. 4 euros/Kg. 8000 euros

Vino 800 litros 8 euros/litro 6400 euros

Cestas de mimbre 800 unidades 15 euros/unidad 12000 euros

Excursiones en grupo 25 excursiones contratadas 1000 euros/contrato 25000 euros

Valor de la produccién aio t é? é? 51400 euros
(51400 — 49000)

Tasa de crecimiento de la produccion = 100 = +4,90%

49000 16



I 6. Deflactacidn de series econdmicas. I % [

* Pero los precios no son magnitudes inamovibles. Cambian. Esto puede dar una
idea falsa de la evolucidn en la cantidad de bienes y servicios producidos. Con
precios del afio O:

Bienes y Servicios Cantidad (q,) Precio ano 0 (p,)

Valor aio 0 (q,

euros

Coco 2500 Kg. 2 euros/Kg. 5000
Vino 800 litros 6 euros/litro 4800 euros
Cestas de mimbre 600 unidades 20 euros/unidad 12000 euros
Excursiones en grupo 34 excursiones contratadas 800 euros/contrato 27200 euros
Valor de la produccion afio 0 é? é? 49000 euros

Bienes y Servicios Cantidad (q,) Precio afio 0 (p,) Valor afo t a precios de afio 0 (q
Coco 2000 Kg. 2 euros/Kg. 4000 euros
Vino 800 litros 6 euros/litro 4800 euros
Cestas de mimbre 800 unidades 20 euros/unidad 16000 euros
Excursiones en grupo 25 excursiones contratadas 800 euros/contrato 20000 euros
Valor de la produccién ano t é? é? 44800 euros

(44800 — 49000)
Tasa de crecimiento de la produccion = -100 = -8,57%

49000 17



I 6. Deflactacion de series econdmicas. GG “"‘X [

* Previo al analisis hemos de homogeneizar las series econdmicas de
modo que las magnitudes en cada periodo estén valoradas segun

el mismo sistema de precios, para evitar el efecto distorsionador de
su cambio.

 Silas variables econdmicas vienen valoradas segun el precio que rige en cada
periodo: expresadas a precios corrientes o en términos nominales.

 Silas variables econdmicas vienen valoradas segun el precio de un mismo
periodo: expresadas a precios constantes o en términos reales.

* Usualmente las variables econdmicas se publican en términos
nominales.

* El paso de términos nominales a términos reales: deflactacion.

18



I 6. Deflactacidn de series econdmicas. NG ‘{X [

iy

e Para deflactar una variable (serie) econdmica en términos
nominales:

* Se elige un numero indice de precios adecuado, que se llama deflactor.

* El valor de la variable para cada periodo se divide por el valor del deflactor
en ese periodo.

* Asi, se consigue que la variable econdmica quede expresada en términos
constantes, a precios del ano base del deflactor.

19



I 6. Deflactacion de series econdmicas. | &

Ejemplo:

Periodo
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2011
2012
2013
2014
2015
2016

GCFa0t a precios del afio 2010 —

Gasto en consumo final
(precios corrientes)
361029
380680
400460
424940
454763
493903
530079
562925
597730
646942
697774
752142
806882
843079
826392
840492
838574
816642
800381
810728
835258
855613

Deflactor Gasto en Consumo
(base 2010)
64,32
65,72
67,57
70,42
73,70
77,03
79,92
82,47
84,90
88,76
92,65
96,41
100,21
101,12
99,42
100,00
98,19
94,44
91,74
92,71
95,29
97,64

GCFaﬁo t a precios ano t

Gasto en consumo final
(precios constantes de 2010)

561311,22
579240,16
592628,54
603442,33
617028,09
641155,33
663288,34
682581,41
704048,08
728837,54
753166,88
780113,04
805152,25
833712,38
831254,00
840492,00
854012,42
864752,97
872483,86
874517,17
876584,64
876313,23

100

Deflactor;

=t

\\

et

20



I 6. Deflactacion de series econémicas. NN &\ N

* Ejemplo (2):

1000000
900000
800000
700000
600000
500000
400000

300000
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016

=@==Gasto en consumo final(euros corrientes) ==@==Gasto en consumo final(euros constantes a precios de 2010)

Millones de euros.
Fuente: INE.

21
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I 1.1. Conceptos basicos: suceso aleatorio |GGG ﬁ‘x [
* Experimento: cualquier accion que puede dar lugar a resultados
identificables u observables.

* Determinista: ante las mismas condiciones de partida, se obtiene el
mismo resultado.

* Aleatorio: ante las mismas condiciones, el resultado puede ser diferente
y no se sabe cual de los resultados posibles ocurrira (sujeto a
incertidumbre).

* Suceso elemental o basico, s: cada uno de los resultados mas
simples que se pueden obtener al realizar el experimento
aleatorio.

e Espacio muestral, E: conjunto de todos los sucesos elementales
gue se pueden dar al realizar el experimento aleatorio.



I 1.1. Conceptos bdsicos: suceso aleatorio NN &

B

\, I

* Suceso aleatorio S;: Subconjunto del Espacio muestral. Ocurre
si el experimento da lugar a uno de los resultados basicos que
lo constituyen.

* Ejemplo 1: experimento aleatorio - lanzar un dado una vez.

e Sucesos elementales: que salgal, 2,3,4,506.
* Espacio muestral: E ={1, 2, 3,4, 5, 6}

* Suceso 1: que salga par - S;={2, 4, 6}

e S, ocurre si al tirar el dado sale 2, 4 0 6.

* Ejemplo 2: experimento aleatorio - lanzar una moneda al aire
2 veces.

* Sucesos elementales: (c, c), (c, +), (+, c), (+, +).

e Espacio muestral: E ={(c, c), (c, +), (+, ¢), (+, +)}

* Suceso: que salgan los dos lados - S;={(c, +), (+, c)}
* S, ocurre si al hacer las tiradas sale, (c, +) o (+, c).



I 1.2. Conceptos basicos: operaciones con sucesos I ﬁ‘x [

¢ Operaciones con sucesos.

* Unidn de sucesos: Uj_; S; suceso compuesto por los
sucesos elementales comunes y no comunes (“0”).

* Interseccion de sucesos: ;-4 S; suceso compuesto
por los sucesos elementales comunes (“y”).

* SiNi=1S; = O (suceso imposible), los sucesos son
disjuntos.

* Silos sucesos son disjuntos 2a2 (5; NS; = O Vi, j)y
i 18; = E, los sucesos constituyen una particion del

espacio muestral E.
E
SE 53 b




\, I

I 1.2. Conceptos bésicos: operaciones con sucesos N &

B

* Ejemplo: experimento aleatorio - lanzar un dado una vez.

* Suceso 1: numero par S;={2, 4, 6}
* Suceso 2: numero impar S,={1, 3, 5}
* Suceso 3: Numero mayor que 4 S;={5, 6}

Determinar:
eSS NS,

* S, US,

* 51 NS;
* 51 US;
* S5, NS,
S, US;

¢Hay alguna agrupacion de estos sucesos que constituya una
particion del espacio muestral?



I 1.2. Conceptos basicos: operaciones con sucesos G '& [

* Propiedades de las operaciones con sucesos.

* Conmutativa: S, US5, =5,U5;
Sl N SZ — SZ N Sl

* Asociativa: S; U(S,US;)=(S5;US,)US;
Sl N (Sz N 53) — (Sl ﬂSz) N 53

 Distributiva: S; N (S, US3) =(5;NS,) U5, NS3)
S1U (52N S3) =(5,US;) N(S; US3)
* Sucesos complementarios: Dos sucesos, Sy S*, son

complementarios si ambos constituyen una particion
del espacio muestral.

)




I 2. Concepto de probabilidad GG '&X [

* Probabilidad: medida de la certidumbre de que ocurra un suceso
(def. intuitiva).

* Definicion clasica (Laplace, 1812): Al disefar el experimento
aleatorio, cociente entre el nimero de casos (sucesos elementales)
favorables al suceso y el numero total de casos, siempre que sean
igualmente probables (regla de Laplace).

numero de casos favorables a A
P(A) =

numero de casos posibles

* |Inconveniente 1: se supone casos equiprobables.
* Inconveniente 2: Se supone un n? de casos posibles finito.

* Definicion frecuentista (Von Mises, 1919):

numero de veces favorables a A

P(4) = lim — , ,
N-oo nUmero de veces que se repite el experimento



I 2. Concepto de probabilidad GG ’&X [

B

* Definicion axiomatica de Kolmogorov (1933): proporciona un
modelo matematico a la Teoria de la probabilidad, aunque no
ofrece un método practico de obtencion de probabilidades, para
lo cual se apuesta por la definicion frecuentista.

* Coleccion de sucesos Q: conjunto de sucesos que pueden generarse a partir
del espacio muestral E, mediante las operaciones de unidn, interseccion y
complementariedad.

» Espacio probabilizable: Par (E, Q).

* Axiomas:
1. Si S es un elemento de la coleccidon Q, existe un numero no negativo
llamado probabilidad del suceso S.
2. P(E) = 1.
3. Dada una sucesion numerable de sucesos disjuntos dos a dos, se verifica
que: P(UZ1 S;) = X241 P(S)).

* Espacio de probabilidad: terna (E, Q, P).



I 2. Concepto de probabilidad NGNS % [

* Teoremas derivados de los axiomas de Kolmogorov (1933):

1. P(@) = 0.
2. Dados n sucesos disjuntos dos a dos P(Uj=; S;) = 2iv1 P(S;).
3. P(Sl U Sz) — P(Sl)+ P(Sz)' P(Sl N Sz)

4.5iS, € S = P(S;) < P(S).
5. P(S) <1
6. P(S*) =1— P(S)

* Ejemplo: experimento aleatorio - lanzar un dado una vez.

* Suceso 1: numero par S;={2, 4, 6}
* Suceso 2: Numero mayor que 4 S,={5, 6}

* P(S51US,) =P(S1)+P(S,)-P(S1NnSy) ==+

N lw
NN

~1_ 066
6

10



I 3. Probabilidad condicional I "‘X [

* Probabilidad condicional: Dados 2 sucesos S,y S,, S, estara
condicionado por S, si la probabilidad de que ocurra S, depende

de si ha ocurrido S,. La probabilidad condicional sera:
P(S51NS3)

P(Sz |S1) — P(S1)

= P(S; N S3)=P(S1) - P(Sz | S1)

Ejemplo: En una urna hay 4 bolas negras y 3 bolas blancas. Hacemos 2
extracciones. Si en la 12 extraccion sale blanca, devolvemos la bola a la urna y
metemos 2 bolas blancas adicionales. Si sale negra, solo devolvemos la bola a |la
urna.

- ¢Qué probabilidad hay de que en |la segunda extraccion saguemos una blanca

(2B) y que anteriormente hayamos sacado una blanca (1B)?
3

5 5
P(2B|1B) =5 = 05555 = P(2B N 1B)=P(1B) - P(2B | 1B) =5 = 0,2380

9

- ¢Qué probabilidad hay de que en |la segunda extracciéon saguemos una blanca
(2B) y que anteriormente hayamos sacado una negra (1N)?

= 0,2449

N b
N w

3
P(2B | IN) == =0,4286 = P(2B n 1N)=P(IN) - P(2B | IN) =

11



I 3. Probabilidad condicional I '&X [

B

* Teorema (Regla de la multiplicacion): Dados n sucesosS; S, S
se verifica que:

n

n

P ﬂSi = P(S1) - P(S2 | S1) - P(S3|S1NSy) - P(Sp [ S1 NSy .. NSpy)

i=1

 Ejemplo: En una urna hay 4 bolas negras y 3 bolas blancas.
Hacemos 3 extracciones. Si en una extraccion sale blanca,
devolvemos la bola a |la urna y metemos 2 bolas blancas
adicionales. ¢ Qué probabilidad hay de sacar 3 blancas seguidas?

P(3 B seguidas) = P(1B) - P(2B | 1B) - P(3B | 1B N 2B) =

7
=—-.2.—=0,1515

12



I 3. Probabilidad condicional ’ﬁx [

* Teorema de la Probabilidad Total: Dados un suceso Ay n sucesos
S; S, . S,que forman una particion del espacio muestral E, tal
queAdAns; #@0Vi,P(A) >0yP(S;) > 0:

P(A) = Yi_1 P(A|S) - P(S))

| E

S, |'S, |S;]s,

\_/

* Ejemplo: En una empresa que produce chips tomamos 5 lotes de producto,
cada uno compuesto de 500 chips. Hay dos tipos de lotes. Los del tipo 1 (S,)
tienen 480 chips OK y 20 defectuosos. Los del tipo 2 (S,) tienen 450 chips OK y
50 defectuosos. Tenemos 3 lotes tipo 1y 2 lotes tipo 2. Si se toma uno de los 5
lotes al azar y se saca de este un chip, équé probabilidad hay de que sea
defectuoso?

P(D) =P(D|S,)-P(S)) +P(D|S,)P(S,) = ->.2+22.2=0,0694
500 5 500 5

13



I 3. Probabilidad condicional I "‘X [

q."'w::

* Teorema de Bayes: Dados un suceso Ay nsucesosS; S, S que
forman una particion del espacio muestral E, tal que An S; = @ Vi,
P(A) > 0y P(S;) > 0; y siendo conocidas las probabilidades P(A4/S;) :
P(A|S;)-P(S;)

YL, P(A]S)-P(S)

P(Si | A) =

 Ejemplo: En una empresa que produce chips tomamos 5 lotes de producto,
cada uno compuesto de 500 chips. Hay dos tipos de lotes. Los del tipo 1 (S,)
tienen 480 chips OK y 20 defectuosos. Los del tipo 2 (S,) tienen 450 chips OK'y 50
defectuosos. Tenemos 3 lotes tipo 1y 2 lotes tipo 2. Si se toma uno de los 5 lotes
al azar y se saca de este un chip, y es defectuoso, équé probabilidad hay de que
ese chip pertenezca a un lote del tipo 1°?

2
P(D|Sy) - P(Sy1) 500

n P(D|S)-P(S) 20

00

P(S1|D)=

3
5 _

-
* 500

Ul w|lo

2
5

14



I 4. Independencia de sucesos GGG “3 [
* Suceso S, condicionado por el suceso S;: P(S,) # P(S, | S1) con P(S;) > 0.

* Ejemplo: Un experimento consiste en extraer 2 bolas de una urna al azar,
sucesivamente, y sin reemplazamiento. En la urna hay 6 bolas blancas y 4 negras. ¢ Cual
es la probabilidad de que la segunda bola sea blanca?

Probabilidad de extraer de la urna 22 boIa bIanca (T. Prob. Total): P(2B) =

6 4

P(2B|1B) - P(1B) + P(2B/1N) - P(1N) = 3- — + 5 T0= 0,6. Pero en el caso

de la 22 extraccion, si la 12 fue blanca: P(ZB/lB) = 0,55 vy si fue negra
P(2B | 1N) = 0,67.

* Sucesos S,y S, independientes: P(S,) = P(S, | 1) con P(S;) > 0.

* Ejemplo: Mismo experimento; pero las extracciones se realizan con reemplazamiento.
éCual es la probabilidad de que la segunda bola sea blanca?

Probabilidad de extraer de la urna 22 bola blanca (T. Prob. Total): P(2B) = 130 = 0,6.

En la 22 extraccion, si la 12 fue blanca P(2B | 1B) = 130 y si la 22 fue negra

P(2B | 1N) = —. §



BN . Independencia de sucesos GGG\

B

* Sucesos S,y S, independientes: P(S,) = P(S, | S1) con P(S;) > 0.
* De lo anterior se deduce que:

P(S1NS3)

P(Sz) = P(Sz |S1) = P(Sl)

= P(5;NSy) = P(S1) - P(S7)

* Ejemplo: en el ejemplo anterior, la probabilidad de sacar 2 blancas, si es un
experimento con reemplazamiento:

6 6
P(1BN2B) = P(1B) - P(2B) = 5" 7g = 0,36
* El concepto de independencia de sucesos es generalizable a la

ocurrencia de mas de dos sucesos. Por ejemplo, S; S, S
independientes entre si si:

. son

P(S; NS, Nn--NS,) =P(Sy) - P(Sy) - P(Sy)

16
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I 1.1. Variable aleatoria: definicion ININIIIEINGNGNGEGEEEEEEEEE &‘x [

* Variable aleatoria: Dado el espacio de probabilidad (E, Q, P),
se define la variable aleatoria ¢ como la aplicacion é: E - R

* Los sucesos pasan a convertirse en numeros reales, y las
probabilidades de ocurrencia de los primeros en las
probabilidades asociadas a los valores que puede tomar la
variable.

* Es decir, una variable aleatoria ¢ es una cantidad variable
cuyos valores dependen del azar y para la cual existe una
distribucion de probabilidad. Queda definida al conocer:

e Su campo de variacion.
 Conjunto de probabilidades con que toma valores ese
campo.



I 1.1. Variable aleatoria: definicion I ,,: [

* Ejemplo:

* Experimento: lanzar tres veces una moneda al aire y contar
el numero de caras.

e £=“Numero de caras”

FE —————m———— - R P
+++}——mm————— -0 ||P(E =0) =

{c,+,+} {+,c+h {++,c}—f1||P(E=1) =
{c,c,+}; {c,+,c}; {+,c,c} ———2 || P(E =2) =

{cect —————————— -S[3 ||[PE=3) =
Campo de variacién +——

Rl 0o|lwWwoo|lw®|kF

Distribucion de probabilidad +——



I 1.2. Variable aleatoria: Funcién de distribucion. I &‘x ]

* Funcion de distribucion: Es una de las formas de expresar la
probabilidad asociada a una variable aleatoria ¢.

F(x)=P(E<x)Vx€Ryé& €S conS: campo de variacién
* Propiedades:

1. VxERO0<F(x) <1
2. lim F(x) =1 V. llm F(x)=0

X—+00

3. x1 < xy > F(xq) < F(x,) (funcidn no decreciente).

4. Aii)no F(x + h) = F(x) (continua por la derecha).
h>0



I 2. Variable aleatoria discreta: Funcién de cuantia. I ‘{‘1 ]

~t w:“

* Variable aleatoria ¢ de tipo discreto: cuando su campo de variacion
se compone de un numero finito o infinito numerable de puntos,
existiendo entre ellos masa discreta (puntos de salto).

* Ejemplo: en el experimento del lanzamiento de un dado, la
variable aleatoria é="puntuacion alcanzada” es discreta.

* Funcion de probabilidad o cuantia: es la masa de probabilidad
asignada a un punto perteneciente al campo de variacion de ¢ de
tipo discreto:

P((=x;)=p; conp; >0y X2;p;=1

 Funcion de distribucion de una variable discreta:

Feo=PE<0= ) p

XisX



I °. \ariables aleatorias discretas: Funcidn de cuantia. NN % [

* Ejemplo: Experimento: lanzar 3 veces una moneda. é=“numero de caras”.

Espacio muestral '3 E de cuantia E de distribucion
E X P(§=x;) =p; F(x;) = P(§ < x;)
1 1
{+ 4.4} 1 PE=0)=¢ F(0) = ¢
3 1
[c++L {+c+}l{++c} 2 P(=1)= 3 F(1) = >
3 7
{cc+} {ct.c} {+cc} 3 P(¢(=2)= 3 F(2) = 5
[ccc) 4 P(¢=3)=1/8 F(3)=1
pi 1 F(x;) 1
1 | 1 | °
T /e T —O
3/8 T 1/2 :_ ———O
1/8 1/8 _1_—0
) o 1 2 3 ¢ o 1 3 3 :



I 3. Variables aleatorias continuas: Funcién de densidad. IEEEEE &\

q."'w::

* Variable aleatoria ¢ de tipo continuo: el numero de posibles
valores que puede tomar es infinito no numerable.

 Ejemplo: en el experimento de pesar una pieza de una maquina con una
bascula de precisidn, la variable aleatoria é=“peso de la pieza” es continua
(salvo restricciones técnicas).

 La probabilidad concentrada en un punto de una variable
aleatoria continua es 0.

 Entre 2 puntos del campo de variacion de & existen infinitos puntos
intermedios pertenecientes a dicho campo. Asi, la probabilidad asignada a
un punto concreto debe ser nula, solo pueden calcularse probabilidades de
intervalos pertenecientes al campo de variacion.

e Su funcion de distribucion es continua y su primera derivada existe
y también es continua.



I 3. Variables aleatorias continuas: Funcion de densidad. N &‘1 ]

«rfw::

* Funcion de densidad de una variable continua: es otra funcién

que expresa la distribucion de probabilidad de una vari
continua. Se define como la derivada de la funcion de distribu
de probabilidad. NO es una probabilidad.

 F(x+ Ax) — F(x)
flx) = Alplcr—l}o Ax

= F'(x)

able
cion

* f(x)-d(x) llamada probabilidad elemental se interpreta como la

probabilidad asignada a un intervalo infinitesimal de pu
pertenecientes al campo de variacion.

 Condiciones basicas:
1. f(x) =20Vx

2. P(E) =P(—0 <& <) =F(0) — F(—0) = [ f(x)-d(x) =1

ntos



I 3. Variables aleatorias continuas: Funcién de densidad. I &% 1R

=N

.

e Calculo de probabilidades con variables aleatorias continuas:

F(x) 4 f(x) 4
i T [ reodx
1 1 1 — 00
P(f < a) 4 F(a) /\
< 4’“ | | . < —/Z_ | | .
< 0 1 T 1 E < 0 1 ! 1 E_
F(x) 4 flx) 4
L L b
1 1 f f(x)dx
1+ PR + 2
A€ F(b) 4
Pla< & <b) 1 Fla) | ™ 1
T F(b) — F(a) T
< 1 < _/_ |

|

a b 3 0 a b 3



I 3. Variables aleatorias continuas: Funcién de densidad. I &N\

* Ejemplo: Dada ¢ con funcion de densidad:

1
f(x) = §x Sl 0<x<4

0 en el resto

0,6

0,5

0,4

Hallar P(1 < & < 2).

0,3

f(x)

0,2

0,1

PA<E<D)=[[f@)-dx= .

21 1 2

2
s =3 - =x

11



I /. Variables aleatorias bidimensionales I ‘1‘1 —

~t w:“

* Variable aleatoria bidimensional: vector (¢; 1) cuyas componentes

son dos variables aleatorias definidas en el espacio probabilizado
(E,,P).

* Funcion de distribucion conjunta: Dada (&;71) cuyo campo de
variacion es el recinto formado por —o < x < ooy —00 <y < oo:

Fx;y) =P <xn<y)

* Caso discreto: una v. a. bidimensional es de tipo discreto si sus
componentes son variables de tipo discreto.

* Funcion de cuantia conjunta: p;; = P(E =x;N = yj) tal que Zi,j pij =1
* Funcién de cuantia marginal de §: p;. = P(& = x;) = X pyj

* Funcion de cuantia marginal de n: p,; = P(U = }’j) = 2i Dij

12



I 4. Variables aleatorias bidimensionales NG % [

* Ejemplo caso discreto:

&n 1,2 23 78 9,6

* 1 =PE=1nn=12)=0,1
* p1.=PE=1)=3%_,p;;=01+014+02+03=07

* p=P(n=12)=Y?,p;y =0,1+0,05+0,05=0,.2

13



I /. Variables aleatorias bidimensionales I ﬁ‘x —

* Caso continuo: una v. a. bidimensional es de tipo continuo si sus
componentes son variables de tipo continuo.

* Funcion de densidad conjunta:

o Px<é<x+Ax;y<n<y+Ay)
fG;y) = lim

Ax—0 Ax - Ay
Ay—0

Derivada mixta doble de la funcidon de distribucidon conjunta de
¢ yn.NO es una probabilidad.

 Condiciones basicas:
1. fl;y) =0
2. [0 fsy)-dy-dx=1

14



I 4. Variables aleatorias bidimensionales INEEEEEEEENEGEGGE—— %' [

* Funcién de densidad marginal de ¢:

fo(x) = f FOGy) - dy

* Funcion de densidad marginal de n:

£ ) = f F(y) - da

15



I /. Variables aleatorias bidimensionales I "’\ [

B

* Ejemplo caso continuo:

* Funcién de distribucion conjunta de la variable (&;7n):

2.y 460272
F(x;y)=x yroxy con0<é<1y0<n<l1
* Funcion de densidad conjunta: l apé,;;y) _ % 2%y +6- 2
2:x-y+6-y?
5 d
(_)_aF(x;y)_ 7 2-x+12-y
fxy) = dxdy dy B 7 B

%(x+6-y) con 0<¢E<1y0<n<1

16



\, I

B

I /. Variables aleatorias bidimensionales N ©

* Ejemplo caso continuo:

* Funcion de densidad conjunta:
f(x;y) =%(x+6-y) con 0<é<1y0<n<1

* Funcion de densidad marginal de ¢:

2
7(X+6'3’)'d3’=

21
(x-[y]$+6[y7]0)

=§(x+3)con0£f£1

—_—

fox) = j FGiy) - dy =

) 1 1
;(x-jdy+6fy-dy>=
0

0

NN o

* Funcion de densidad marginal de n:

O = [ fGy)dx= [Z0c+6-3)-dr=

1 1 1
2 j dx + 6 jd _2 ([

+6-y-[x]%>=
0 0 0

%(%+6-y)con 0<n<li

17



I 5. Probabilidades condicionales I ‘&X [

B

* Recordando la probabilidad condicional: Dados 2 sucesos S,y S,,
S, estara condicionado por S, si la probabilidad de que ocurra S,
depende de si ha ocurrido S,. La probabilidad condicional sera:

P(5.NS5)
P(S1)

P(S;151) = = P(S§; NSy) =P(51) - P(S2 | S1)

 Ahora, en lugar de sucesos se trabajara con valores de las
variables aleatorias que forman la variable bidimensional (&;n).
Segun sean variables discretas o continuas, se aplicaran
funciones de probabilidad o cuantia, o funciones de densidad.

18



I 5. Probabilidades condicionales I % [

 Ejemplo variable discreta bidimensional (&;n) :

2,3 /7,8

0,2

9,6
0,3

0,05 0,05 | 0,025 | 0,025 | 0,15

0,05 | 0,025 | 0,05 | 0,025 | 0,15

0,2 0,175 | 0,275 | 0,35 1

P(6=2nn<78) 005+0,05

P(E=2|n<78)= —
(§=21n<78) P(n < 7,8) 0,2+ 0,175

= 0,266

Pn=96n¢&<2) 03

P=96]&<2)= PG <D =55 = 0428
Pé<2nn=12) 01
P((<2|n=12)= PO =12) =02=0,5

P<2nn<23) _o,1+o,1+0,05+o,05_08
P(n <2,3) B 0,2+ 0,175 - 19

P(E(<2|In<23)=



I 5. Probabilidades condicionales I "X [ ]

* Ejemplo variable continua: Dada la funcion de densidad conjunta
de la variable bidimensional (&¢; n):

f(x)=§-(x+6y)con0$€$1;0$77£1

Calcular
P(0,6<n<07]04<¢&<0,5)

Vimos en ejemplos anteriores que: fz(x) = % - (x + 3)
P06 <n<07]04<é<0,5) =

0,5 0,7 2
Jon Jog 7 (x+6y)-dy-dx 00124
B ~ 0,098

0,126
5 2 ’
N

0’47-(x+3)-dx

20



I 6. Independencia de variables aleatorias NG ﬁ‘x [

qrfw:'

* Caso general: sucesos independientes: P(S,) = P(S, | S;) conP(S;) >
0. De donde se deduce que:

P(5:NS3)

P(5) = P(51 N S3)=P(S1) - P(S3)

P(Sz | 51) = P(Sz) =

e Caso de variables aleatorias discretas: las componentes de |la
variable aleatoria bidimensional (¢; ) son independientes si:

Pij = Pie * Dej

* Caso de variables aleatorias continuas: las componentes de |la
variable aleatoria bidimensional (¢; 1) son independientes si:

fOGy) = fe(x) - f(v)

21
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I 1. Momentos de una variable aleatoria I =Y

* Momentos respecto al origen de una variable aleatoria ¢:
 General:a, = E(&7)
* Variable de tipo discreto: a, = Y., x{ - p;
* Variable de tipo continuo: o, = f:: x" - f(x)-dx

* Momentos respecto a la media de una variable aleatoria ¢:
 General:u, =E(E—pw)" conu=ay
 Variable de tipo discreto: p, = »,;(x; — u)" - p;
* Variable de tipo continuo: i, = f+;o(x — )" f(x)-dx

* Relacion entre momentos respecto a la media y momentos
respecto al origen:

Hr = z(_l)k . (17;) . .uk "k
k=0



I 2. Esperanza matematica NN © I

e Es el valor central entorno al cual se concentra una distribucion de
probabilidad.

* Matematicamente es el momento respecto al origen de orden 1 de la variable
aleatoria ¢:
 General: u =a; = E(§)
* Variable de tipo discreto: u = a; = E(§) = ), x; * p;
» Variable de tipo continuo: u = a; = E(§) = fj;ox - f(x) - dx

* Ejemplos:
 (Caso discreto:

R
S

0,2
0,3
0,5

u=EE)=1-02+2-03+3:05=23

W I IN |-

e Casocontinuo:fconf(x) =4-x3,0<x<1

5711
u=E(€)=folx-4-x3dx=4-f01x4dx=4-[x—] _2
5 0 5



I . Esperanza matematica I 5\

* Propiedades:

« E(C) = C con C una constante.

c B xS E28)=E()XEE) 2 EG)

o E(& &2 &)=E(&) -E(&,)--E(&,) siy solo si las variables
son independientes.

* SiE(&)=E(&) =pentoncesE(E —pu) =0.

e E(A+B-&) =A+ B-E(&)conA, Bconstantes.



I 3. Varianza I

 Medida de dispersion de una variable aleatoria.

Var(§) = 0% = E(§ — E())" = E(€ — p)?

 Matematicamente, es el momento respecto a la media de
orden 2:

Var() = o2 = u, = E(§2) — [E(O)? = a5 — &

* Laraiz positiva de |la varianza es |la desviacion tipica o

a=+\/§



N 3. Varianza I

* Ejemplos:

e (Caso discreto:

E®)=pu=a,=1-02+2-03+3-0,5=2,3

X; P;

L] e 2\ _ _ 12 . 2. 2 . _
o2 E(¢?)=a;=1%2-02+22-03+3%-05=59
310 var® =o%2=p, =a,—a?=59-(2,3)% =061

e Casocontinuo:fcon f(x) =4-x3,0<x<1
1

0

1

1" 4 2

E(fz)zaz:jx2‘4'x3dx=4-jx5dx=4. _] =€=§
0

0
2[4\’
02=Var(f)=u2=a2—af=§— : = 0,02 :

/\O



I 3. Varianza I “3' [
* Propiedades:
e Var(§) =% =>0.
e Var(C)=0

* Var($i £ & £ £ &n) =Var(§y) +Var($z) + -+ Var(§y,) siy solo
si las variables son independientes.

 Var(A+ B &) = B?-Var(§) con A, B constantes.



B 5. Momentos bidimensionales I

 Momentos respecto al origen de las variables ¢ y 1:

e General: a,; = E(§" - n%)
* Variables de tipo discreto: a,.; = Ziz,- x] 'y]'s " Dij

e Variables de tipo continuo:
+00 400

ars:J fx’"-ys-f(x;y)~dx-dy

—00 —00

* Momentos respecto a las medias de de las variables ¢ y 1 :
* General: u,s = E [(5 — E(f))r : (77 — E(n))sl

e Variables de tipo discreto:
s = ) > (= E@) - (3= E®) -y
|

e Variables de tipo continuo:
+00 +o0

ws= | [ G=E@) (v —EM) - fGiy)-dy-ax

—00 —O0O



I 5. Momentos bidimensionales I N

* Momentos respecto al origen mas comunes:

* a0 =E()
* apr = E®@)

 Momentos respecto a las medias mas comunes:

* Uyo =Var(€) = azg — “%0
* Uop =Var(m) = ag, — “31

* Covarianza: uy; = Cov(&;1m) = 0z = @g1 — Aqp * Aoy

e Sidos variables aleatorias son independientes, su covarianza es
nula.

10
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I 1. Introduccion I, &‘x [ ]

«.—fw::

 Las variables aleatorias quedan definidas mediante su
campo de variacion y su distribucion de probabilidad.

* En muchos fendmenos aleatorios o experimentos, Ila
distribucion de probabilidad de |as variables aleatorias que
los representan se rigen segun ciertos modelos
matematicos.

* En este tema se mostraran los principales modelos de
probabilidad univariantes en el caso de variables discretas.



B . Experimento de Bernoulli I &

* B(1;p) (también se llama binomial 1;p)

 Experimento: un experimento que solo puede
presentar dos resultados excluyentes: éxito o fracaso.

 Variable cuya probabilidad modeliza: ¢ que toma
valor 1 si el resultado ha sido éxito y 0 si ha sido
fracaso.

 Parametros:
e p:probabilidad de obtener el resultado de éxito.
e q: probabilidad de obtener el resultado de
fracaso.

* Funcidn de probabilidad o cuantia:
+ PE=x)=p*-q'™*
cong=1—-—p,x=0;1.

e (Caracteristicas:
* u=EE)=p
« o2=Var(®) =p-q



I . Experimento de Bernoulli I <\ I
* B(1;p) (también se llama binomial 1;p)

* Ejemplo: Se tiene una moneda trucada tal que la
probabilidad de que al lanzarla salga cara es de p = 0,6.
Probabilidad de que al lanzar la moneda se obtenga cruz.

Variable cuya probabilidad modeliza: £ =“sale cara o cruz”.
Hemos elegido que el éxito sea que sale cara (¢ = 1).

¢ - B(1;p)

« PE=0)=p*-q1™*=0,6-041"2=0,4




I 3. Distribucion Binomial NG <

* B(n;p)

 Experimento: repetir n veces un experimento de
Bernoulli. Cada repeticion es independiente e
idénticamente distribuida al resto.

e Variable cuya probabilidad modeliza: £ que cuenta en
numero de éxitos que ha habido en las n repeticiones
del experimento. ¢ - B(n;p)

* Parametros:
* n:numero de veces que se repite el experimento.
* p:probabilidad de obtener el resultado de éxito.
* qg:probabilidad de obtener el resultado de fracaso.

* Funcion de probabilidad o cuantia:
! _
+ PE=x0)=")p* q"F=——" p*-q"*

T xl-(n—-x)!

cong=1-p,yx=0,1,2,3, ...



I 3. Distribucién Binomial I .

e (Caracteristicas:

* u=EE)=n-p
» o’=Var(§)=n-p-q

* Propiedad:
e Aditiva o reproductiva: si n =& + & + -+ &y,
con §; - B(nj;p) independiente del resto,
entonces se cumplen - B(ny + n, + -+ n,,,;; p)




I 3. Distribucion Binomial I <

Ejemplo: Suponiendo que la probabilidad de que un
estudiante acabe el grado en ADE es de 0,4 calcular, para
un grupo de 5 estudiantes:

® @ i

Probabilidad de que ninguno obtenga el grado:
Variable cuya probabilidad modeliza: £ =“nimero
de aprobados”. ¢ —» B(5;0,4)

pts =0 = (7) ¥

n! 5
_ X . aN—X — . 0. 5
Cxl-(n—x)! p=-4 (O) 0.47-0,6

=1-1-0,6°=0,0777

Probabilidad de que al menos dos lo obtengan:
P(é=2)=1-P(E<?2)

=1-[PE=0)+PE=1]=
- 1—[((5))-0,40-0,65+®-0,41-0,64]

=1-(0,6°+5-04-0,6*) = 0,663

8



I 4. Distribucién de Poisson NN &\

 Experimento: repetir n veces un experimento de
Bernoulli. Cada repeticion es independiente e
idénticamente distribuida al resto. La probabilidad
de obtener un nimero de éxitos elevado decrece
rapidamente.

* Variable cuya probabilidad modeliza: ¢ que cuenta
el numero de éxitos en las n repeticiones del
experimento. § - Po(4)

* Parametros:
 A:ordende ladistribucion. A =n-p

* Funcion de probabilidad o cuantia:
—-1,2x
+ P(E=x)=2"

x!

conA>0,yx=0,1,2,3, ...

e Caracteristicas:

* u=EE) =12
e g2 =Var(§) =2




I 4. Distribucin de Poisson I &\

* Po(1) * Propiedad:
« Aditiva o reproductiva: si n =& + &+ -+ &,
coné; - Po(Aj) independiente del resto, entonces
se cumple quen - Po(A; + A, + -+ 1,,)

Ejemplo: Una maquina fabrica un tipo de piezas con
una probabilidad de que una salga defectuosa de p =
0,001. Si tenemos un lote de 2000 piezas:

* Probabilidad de que salgan en el lote 3
defectuosas: Se podria calcular con la binomial;
pero es mas facil con la Poisson.

Variable cuya probabilidad modeliza: £ =“numero
de piezas defectuosas”. ¢ —» B(2000;0,001) —
Po(2)

e‘llx e—223

P(§=3)=——=—5—=01804

10



I 5. Distribucion binomial negativa NG %’ [

* Experimento: repetir un experimento de Bernoulli.
Cada repeticion es independiente e idénticamente
distribuida al resto.

* Variable cuya probabilidad modeliza: ¢ que cuenta en
numero de fracasos (resultado B) antes de que se dé el
r-simo éxito (resultado A). ¢ - BN(r;p)

* Parametros:
* r:numero de éxitos que se han de dar.
e p:probabilidad de obtener el resultado de éxito.
* q:probabilidad de obtener el resultado de fracaso.

=

* Funcion de probabilidad o cuantia:
_ -1t

_ _ (x+r—-1
* P(f_x)_(x: )'pr'qx_x!-(r—l)! b .qx
cong=1-p,yx=0,1,2,3, ...

11



I 5. Distribucidn binomial negativa NN <

e Caracteristicas:
q
* u=E@)=r- >

e o2=Var(®) =r -+

p2

* Propiedad:
e Aditiva o reproductiva:sin =& + & + -+ &, con

$j— BN(rj; p) independiente del resto, entonces
se cumple quen = BN(r; + 15 + -+ + 15, D)

* Nota:
« £ 5> BN(1;p) también se Illama

geométrica: £ - G(p)

=

distribucion

12



I 5. Distribucion binomial negativa I ©
* BN(r;p)

* Ejemplo: Dos equipos de baloncesto A y B disputan la
final de liga al mejor de 7 partidos. El factor campo no
influye, y el equipo A tiene una probabilidad de ganar un
partido de 0,6. Probabilidad de que A gane la final en 5
partidos.

e Esto se dara cuando gane 4 partidos y B gane 1. Por
tanto,r=4yx=1.

Variable cuya probabilidad modeliza: £ =“numero
de partidos ganados por B antes de que A gane su
42 partido”. ¢ - BN(4;0,6)

1+4-1
P(¢ = 1)=< ) )-0,64-0,41
_(A+4-1)
14 -1
= 0,2074

=

- 0,6*-0,41=4-.0,6*-0,4

13



I 6. Distribucion hipergeométrica NN &

N

.

* H(N;n;p)

* Experimento: De una muestra de N elementos, hay N, de
tipo Ay N — N, de tipo B. Se extraen de |la muestra al azar,
y sin reemplazamiento (no hay independencia de
sucesos), n elementos.

Variable cuya probabilidad modeliza: ¢ cuenta el nimero
de elementos tipo A que hay en los n extraidos.
¢ > H(N;n;p)

Parametros:
e N:numero de elementos de la muestra.
* n:numero de elementos de la muestra extraidos.

N . 7/ .
c p= 71: proporcion de elementos tipo A en la muestra.

* Funcidn de probabilidad o cuantia:

(Nl)_(N—Nl) ' Nq! ' ' (N-N1)! '
e PE=x)=-% N"_x _ x(Ng—x)! ("—x)l-\}E(N-Nﬂ—(n—x)].
(n) n!-(N-n)!

conx =0,1,2,3,...,n

14



I 6. Distribucion hipergeomeétrica I .\

Caracteristicas:

* u=E@)=n-p
2 _

¢« or=Var(®) =n-p-q-—
Propiedad:
« &> H(N;n;p) » B(n;p) siempre que p = % sea lo
suficientemente pequefo (en la practica, p < 0,1)

15



I 6. Distribucion hipergeométrica I -

H(N;n;p)

Ejemplo: Una comunidad auténoma tiene 50 representantes
en la convencidn de un partido politico. De ellos, 30 apoyan
al candidato A y 20 al B. Si se seleccionan al azar 5
representantes, cual es la probabilidad de que de ellos solo
1 apoye a A.

Variable cuya probabilidad modeliza: £ =“numero de
partidariosde A”. ¢ - H (50; 5;%)

(30) , (20) 30! 20!

1 4 1. 291 41.16!

P(E=1)= (50 =1 295()?* 16! _ 0686
S

5!-45]

16



iMuchas gracias!
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B Contenido IIINEENEENEENEENENENEEEEE <\

€@ Distribucién uniforme.
@ Distribucién exponencial.
9 Distribucion normal.



I 1. Distribucién uniforme NN .

 U(a;b)
* Parametros:
e a: extremo inferior del campo de
1% variacién de la variable &.
e b: extremo superior del campo de
variacion de la variable €.

*  Funcion de densidad:
¢ f(x) =ﬁcona§x§b.

e Caracteristicas:
a+b
* w=EQ) =

» o’ =Var(§) =E(¢ —pw? =

(b—a)?
12




I 1. Distribucion uniforme GGG I

e U(a;b) * Ejemplo: La variable ¢ =“volumen anual de
ventas” de un almacén se distribuye
uniformemente entre 380 y 1200 miles de
(%) euros.

* Probabilidad de que las ventas sean
superiores a 1000 miles de euros.

£ - U(380;1200)

P(& > 1000)
1200 1 200
109 =4= = j dx = — = 0,2439
— (1200 —380) * ~ 820
; 1000
a b X

* Ventas esperadas en un ano.

a+b 38041200

EE) = — . = 790



I 2. Distribucion exponencial NN <\

* Exp(q)
* Parametros:
e @: parametro caracteristico de la
1 funcion de densidad de la variable €.
q
* Funcion de densidad:
e f(x)=qe ™ conx>0yq=0.
£x) = ge=* * Caracteristicas:
1
* p=E@)= p
1
© o2 =Var@ =EE-w? =

* Propiedad (pérdida de memoria):
Si £ - Exp(q) y tenemos dos nimeros
positivosay b; P(E >a+b /&> b) =
P(¢ > a)



I 2. Distribucion exponencial NN ©

* Exp(q) * Ejemplo: El tiempo en horas que se tarda en
reparar una maquina sigue una distribucion
Exp(4). éiCudl es |la probabilidad de que una
averia tarde mas de 1 hora en ser reparada?

flx)

* Variable modelizada: ¢ = “tiempo de
reparacion” — Exp(4)

f(x) = qe™9* * Probabilidad:

1
P(E>1)=1—P(€S1)=1—j4'e‘4xdx=
0

co

X 1
=1—4-fe‘4xdx=1—4'_—4-[6‘4"](1,:

1

=1+e*—e®=-=0,0183

e



I 3. Distribucién normal GGG .

. _ * Parametros:
N o) * u: media o0 esperanza matematica de la
variable €.

* 0:desviacion tipica de la variable ¢.

f(x)
*  Funcion de densidad:
1 (x—p)?

(x=)? * flx) = o2 e 202 con—o0 < x < 0,
f(x) = e 202
orNam e Caracteristicas:
- E@)=u

* Var(®) =E( —p)?* =0’

* Propiedad (aditiva o reproductiva):
Si  tenemos n variables & - N(u;;0;)
independientes entre si; la variable n =a + b, -
§11 by & £ by &, con no todos los b;
nulos, seguira una distribucion:

']—>N<aib1'.u1ib2'Mzi"'ibn'#ni\/bf'ﬂz +b§'022+"‘+b121'07%>

7



I 3. Distribucion normal I I

« N(0;1) Normal 0,1; tipificada o estandarizada.

* Parametros:

fx)  u = 0: media o esperanza matematica
de la variable €.

o0 = 1:desviacion tipica de la variable €.

f(x) = 5=’ Funcion de denS|dad.x2
¢ f(x) =\/%_n-e_7con —o0 < x < 00,
e (Caracteristicas:
* E@)=0
i=0 X « Var(®)=EE -—w?*=1

* Una variable aleatoria ¢ - N(0;1) cuenta con la ventaja de tener
tabulada su distribucion de probabilidad, por lo que se pueden hallar
probabilidades consultando |a tabla sin necesidad de recurrir a integrar
la funcion de densidad o a calcular la funcion de distribucidn. 8



A

B 3. Distribucién normal I &

N(0; 1) Normal 0,1; tipificada o estandarizada. Ejemplos de uso de tabla de la distribucion.

o

0 15,96 0 1,56 01,64 1,96
P(& =>1,96) = 0,025 P(§<196)=1—-P(>196) = P(1,64<¢&<196)=P( =164)—P({=196) =
=1-0,025=0,975 =0,0505 — 0,025 = 0,0255
1,96 0 196 -1,536 0 1,96 1,96 -1,64 0164 f,%
P(§ <-1,96) = P(§ >21,96) =0,025 P(¢>-196)=1-P(¢>196)= P(-1,96=<¢=<-164) =P(1,64<¢=<196)=
=1-0,025 = 0,975 =P(§>1,64)— P(§ >1,96) =
= 0,0505 — 0,025 = 0,0255
O )

164 0164 1,96

P(—1,64 <& <1,96) =
=1-P(§>1,64) —P(¢ >1,96) = 9
=1—-0,0505 — 0,025 = 0,9245



I 3. Distribucion normal I ’EX [ ]

* Si la variable sigue una distribucion & - N(u;0), para hallar
probabilidades previamente se transformara en una variable
E* = N(0; 1) (tipificacion o estandarizacion):

* Ejemplo: Se hace un casting para una pelicula. Un actor no puede
optar al papel con una altura inferior a 180 cm. La altura de los
candidatos sigue una distribucion normal de media 185 cm. vy
desviacion tipica 10 cm. ¢Cual es la probabilidad de que un aspirante
escogido al azar quede fuera del casting por motivo de su altura?

« & ="altura de los candidatos" — N(185;10)

P(€ < 180) = P(f— 185 < 180 — 185)

10 10
P((*<—-0,5)=P(*>05)=0,3085

10



iMuchas gracias!
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B Contenido IIINEENEENEENEENENENEEEEE <\

€ Teorema Central del Limite.
@ Esquema de aproximaciones.



I 1. Teorema Central del Limite I % [

* Enunciado:

Una sucesidn de variables aleatorias {,,} verifica
el Teorema Central del Limite si la variable
aleatoria N =& + & + -+ &, cumple con la
convergencia en distribucion:

n—-E(m) 4 AN . .
\/W_) N(0; 1) siendo la varianza finita.

* Lindeberg-Lévy proponen como condicion
para que la sucesion de variables cumplan con
el TCL que las variables sean independientes e

idénticamente distribuidas, con E(EJ-) =UuYy
Var(&;) = a2, Vj. Asi:

n—n-pu
Vn - o2

d
- N(0;1)



I 1. Teorema Central del Limite NN &

Moivre-Laplace proponen con anterioridad a Lindeberg-Lévy un caso particular
de cumplimiento del TCL. Si las variables ¢; — B(1;p) Vj entonces n = ¢; +

62 + et fn — B(TL; p) y por tanto:

1= % N0: 1
——————— ﬁ ;
Vn-p-q
Funcion de cuantia: B{10:0,20} Funcion de cuantia: B{40;0.2)
_ b4 _ 02
E 0.3 = 015
% 0.z E 0.1
% 01 2 o005
o &
0 ]
012 345678 310 I I - R
Valores
Valores
COMNWVERGENCIA
Funcion de cuantia: B{60:0.2) Funcidan de cuantia: B{200;0.2)
015 - 008
E 01 - £ 008
ﬁ % o.o04
§ 0.05 H E 002
e [
0 0
- " - d R T F R [ B S R E E E E E
Valores Valores




I 2. Esquema de aproximaciones NN ©\ I

n =100
. Po(n - p) *N(n-p;n-p)
p < 0,05
B(n; p)

Nn-p;\/n-p-q)



I °. Esquema de aproximaciones I '&X [

B

* Ejemplo:

Una fabrica de medicamentos realiza pruebas clinicas con 300 nuevos
farmacos potenciales. Cerca del 20% de las sustancias que alcanzan esta
etapa reciben finalmente la aprobacion para su venta. éCual es la
probabilidad de que se aprueben al menos 45 de los 300 medicamentos?

¢ =“numero de medicamentos aprobados”.

£ > B(300;0,2) SN (300-0,2;4/300-0,2-0,8)

§ =60 _ 45— 60
VA48 VA8
=1—P(§* > 2,16) = 0,9846

P(é > 45) = P( > =P >-2,16) =

coné* - N(0;1)



iMuchas gracias!
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Dada Ia distribucion de frecuencias correspondiente a los ingresos
mensuales de las familias (en miles de euros) de una determinada
poblacion, calcule:

o~

Ingreso Mensual Num. Familias

0-0,9 5
09-1,2 15
1,2-1,5 17

1,5-3 12

3-6 2

0 0,9 0,45 5
0,9 1,2 1,05 15
1,2 1,5 1,35 17
1,5 3 2,25 12

3 6 4,5 2

N= 51



Dada Ia distribucion de frecuencias correspondiente a los ingresos
mensuales de las familias (en miles de euros) de una determinada
poblacion, calcule:

a) El ingreso mensual medio.

0 0,9 0,45 5 5 0,9 5,5556 2,25
0,9 1,2 1,05 15 20 0,3 50,0000 15,75
1,2 1,5 1,35 17 37 0,3 56,6667 22,95
1,5 3 2,25 12 49 1,5 8,0000 27

3 6 4,5 2 51 3 0,6667 9

N= 51 76,95

h
- . X:+n; 76,95
X = ZL_INL L = 1 = 1,5088 miles de euros




Dada Ia distribucion de frecuencias correspondiente a los ingresos
mensuales de las familias (en miles de euros) de una determinada
poblacion, calcule:

b) El ingreso mensual medjano.

0 0,9 0,45 5 5 0,9 5,5556 2,25
0,9 1,2 1,05 15 20 0,3 50,0000 15,75
1,2 1,5 1,35 17 37 0,3 56,6667 22,95
1,5 3 2,25 12 49 1,5 8,0000 27

3 6 4,5 2 51 3 0,6667 9

N= 51 76,95

« N =51 (impar)

N+1 _ 52

+ ——-===26 - Intervalo mediano: (1,2;1,5]

- 0,3 = 1,3059 miles de euros



Dada Ia distribucion de frecuencias correspondiente a los ingresos
mensuales de las familias (en miles de euros) de una determinada
poblacion, calcule:

o~

c) El ingreso mas frecuente.

0 0,9 0,45 5 5 0,9 5,5556 2,25
0,9 1,2 1,05 15 20 0,3 50,0000 15,75
1,2 1,5 1,35 17 37 0,3 56,6667 22,95
1,5 3 2,25 12 49 1,5 8,0000 27

3 6 4,5 2 51 3 0,6667 9

N= 51 76,95

* Intervalos de distinta amplitud

« Intervalo modal: (1,2 ;1,5]
di—di—, )
(di—di—1)+(d;—dit1)

56,6667—50
(56,6667—50)+(56,6667—8)

° MO:Li—l_I_ C; =

=12+ 0,3 = 1,2361 miles de euros



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de euros de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

Beneficio N. empresas

DeOab5
De 5a 10
De 10a 15
De 15a 20
De 20 a 25

w U1 O o0 O

n

0 5 2,5 6
5 10 7,5 8
10 15 12,5 9
15 20 17,5 5
20 25 22,5 3

2
I
w
=



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de euros de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

o~

a) El valor medio de la distribucion.

: n : C. : N, X2. - n.
0 5 2,5 6 6 5 1,2000 15 37,5
5 10 7,5 8 14 5 1,6000 60 450
10 15 12,5 9 23 5 1,8000 112,5 1406,25
15 20 17,5 5 28 5 1,0000 87,5 1531,25
20 3 31 5 0,6000 67,5 1518,75

342,5 4943,75

__Zinaxiom 3425 3425 11,0484 miles d
i = ~ — 31 — 31 = , miles ae euros




Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de euros de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

o~

b) La mediana de la distribucion.

: n : C. : N, X2. - n.
0 5 2,5 6 6 5 1,2000 15 37,5
5 10 7.5 8 14 5 1,6000 60 450
10 15 12,5 9 23 5 1,8000  112,5  1406,25
15 20 17,5 5 28 5 1,0000 87,5 153125
20 3 31 5 0,6000 67,5  1518,75
342,5 494375
« N =31 (impar)
. % = 32—2 =16 - Intervalo mediano: (10; 15]

N+1

i

¢« Me=L;_,+2——

-1 ¢; = 10 + 16—-14

~ 5 5=11,1111 miles de euros



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de euros de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

o~

c) El valor modal de la distribucion.

: n : C. : N, X2. - n.
0 5 2,5 6 6 5 1,2000 15 37,5
5 10 7,5 8 14 5 1,6000 60 450
10 15 12,5 9 23 5 1,8000  112,5  1406,25
15 20 17,5 5 28 5 1,0000 87,5  1531,25
20 3 31 5 0,6000 67,5 151875
342,5  4943,75
* Intervalos de misma amplitud
* Intervalo modal: (10 ; 15]
ni—m;_—
* MO:LL'_1+ L=l *Cp =
(ni—nj—1)+Mi—Nnj4q1)
9-8 .
=10 + -5 = 11 miles de euros

(9-8)+(9-5)



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de euros de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

o~

d) La varianza y la desviacion tipica de la distribucion.

, n , C. , - N, Y
0 5 2,5 6 6 5 1,2000 15 37,5

5 10 7,5 8 14 5 1,6000 60 450
10 15 12,5 9 23 5 1,8000 112,5 1406,25
15 20 17,5 5 28 5 1,0000 87,5 1531,25
20 3 31 5 0,6000 67,5 1518,75

342,5 4943,75

° Sz=m2 =a2_a% Zl 1x nl ( )2
4943,75 :
=27~ (11,0484)? = 37,4089 miles de euros cuadrado

e S =+VS52=+/37,4089 = 6,116 miles de euros

10



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de dolares de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

Beneficio N. empresas

DeOab 4
Deb6al2 4
De 12 a 18 S
De 18 a 24 2
De 24 a 30 2

L L. X. n.

0 6 3 4
6 12 9 4

12 18 15 9

18 24 21 2

24 30 27 2

Il
N
=

11



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de dolares de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

a) El valor medio de la distribucion.

n. N. C
4 4 6
6 12 9 4 8 6 0,6667 36 324
12 18 15 9 17 6 1,5000 135 2025
18 24 21 2 19 6 0,3333 42 882
24 30 27 2 21 6 54 1458
N= 21 279 4725

_ Z?:l Xi*n; 279 . ,
X = N = o1 = 13,2857 miles de dblares

12



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
z “miles de dolares de beneficio” de las empresas de un determinado sector
=+ productivo, calcule:

b) La mediana de la distribucion.

n. N. C
4 4 6
6 12 9 4 8 6 0,6667 36 324
12 18 15 9 17 6 1,5000 135 2025
18 24 21 2 19 6 0,3333 42 882
24 30 27 2 21 6 54 1458
N= 21 279 4725
* N =21 (impar)
N+1 22 .
== 11 - Intervalo mediano: (12 ; 18]

N+1
—Nj_ 11-8

e Me=1L;_4+ %ci =12+ 5 6 = 14 miles de ddlares

13



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
z “miles de dolares de beneficio” de las empresas de un determinado sector
=+ productivo, calcule:

c) El valor modal de la distribucion.

n. N. C
4 4 6
6 12 9 4 8 6 0,6667 36 324
12 18 15 9 17 6 1,5000 135 2025
18 24 21 2 19 6 0,3333 42 882
24 30 27 2 21 6 54 1458
N= 21 279 4725

* Intervalos de misma amplitud

« Intervalo modal: (12 ; 18]
ni—Mj—1

(mi—nj—)+M;—nj4q1)

¢ MO:Li_l‘l'

Ci =

9-4

=12+ (9—4)+(9—2)

-6 = 14,5 miles de doblares

14



Dada la distribucion de frecuencias correspondiente a la variable X =
“miles de dolares de beneficio” de las empresas de un determinado sector
productivo, calcule:

o~

d) La varianza y la desviacion tipica.

: n N. C , N, . N
0 6 3 4 4 6 0,6667 12 36
6 12 9 4 8 6 0,6667 36 324
12 18 15 9 17 6 1,5000 135 2025
18 24 21 2 19 6 03333 42 882
24 30 27 2 21 6 54 1458
N= 21 279 4725
+ SP=my=a;—af= lexnl - (%)% =
4725
== (13,2857)? = 48,49 miles de dblares cuadrado

« S=+52= V48,49 = 6,9635 miles de dbolares

15



Teniendo en cuenta las variables de los dos ejercicios anteriores, ;cudl de

&, ellas tiene una media mds representativa de la distribucion de frecuencias?

x|

Coeficiente de dispersion de Pearson: V =

* Primera empresa (ejercicio 2, euros):

_S_61163
x 11,0484 7
« Segunda empresa (ejercicio 3, do6lares):
- S 6,9635 _ 057241
% 13,2857

Menor coeficiente de dispersion — Media mas representativa

16



NSl Tres empresas que compiten en un mismo sector registran los niveles de
. morosidad (en meses) recogidos en las siguientes distribuciones de frecuencias.

-,
b

Calcule las correspondientes medidas de asimetria y curtosis y compdrelas entre si.

Empresa A Empresa B
Meses de retraso en los pagos Numero de Meses de retraso en los pagos Numero de
(periodo de morosidad) Clientes (periodo de morosidad) Clientes
0a3 145 0a3 121
3a6 160 3a6 235
6a9 210 6a9 811
9a12 155 9a12 240
12 a 15 142 12a 15 125
Empresa C
Meses de retraso en los pagos Numero de
(periodo de morosidad) Clientes
Oa3 100
3ab 125
6ad 325
9al2 126

12a15 99



NSl Tres empresas que compiten en un mismo sector registran los niveles de
&, morosidad (en meses) recogidos en las siguientes distribuciones de frecuencias.

% Empresa A

0 3 1,5 145 217,50 326,25 489,38 734,06 250

3 6 4,5 160 720,00 3240,00 14580,00 65610,00 .

9 7,5 210 1575,00 11812,50 88593,75 664453,13
9 12 10,5 155 1627,50 17088,75 179431,88 1884034,69 v I I
12 15 13,5 142 1917,00 25879,50 349373,25 4716538,88 '™ I I
N= 812 6057,00 58347,00 632468,25 7331370,75 .,
a, a, a3 a,

Empresa A 7,4594 71,8559 778,9018 9028,7817 ’
Asimetria

ms az— 3a,a; +2a3 778,9018 —3-71,8559 - 7,4594 + 2 - 7,45943 .
= 0,0155; simétrica

g1 = - 3 = -
g (+Var — i) (++/71,8559 — 7,45947)
_ 2 _ 9.4
Curtosis e daza; + 6aai — 3a;
92 = 5z
(az - al)

9028,7817 — 4 - 778,9018 - 7,4594 + 6 - 71,8559 - 7,45942 — 3 - 7,4594*
(71,8559 — 7,45942)2

18

—1,1380; platicurtica



NSl Tres empresas que compiten en un mismo sector registran los niveles de
&, morosidad (en meses) recogidos en las siguientes distribuciones de frecuencias.
.\ Calcule las correspondientes medidas de asimetria y curtosis y compdrelas entre si.

Empresa B

3 1,5 121 181,50 272,25 408,38 612,56 900
6 4,5 235 1057,50 4758,75 21414,38  96364,69 fzz
9 7,5 811 6082,50 45618,75  342140,63 2566054,69  co
12 10,5 240 2520,00 26460,00  277830,00 2917215,00 %
12 15 13,5 125 1687,50 22781,25  307546,88 4151882,81 :zz
N= 1532 11529,00  99891,00  949340,25 9732129,75

s w s s s LT s

EmpresaB 7,5255 65,2030 619,6738  6352,5651 L 55 15 155

Asimetria

ms asz — 3a,aq + 2af 619,6738 — 3 - 65,2030 - 7,5255 + 2 - 7,52553 .
= = —0,0001; simétrica

g1 = = 3 :
g (+ az = af) (+\/65,2030 - 7,52552)
— 2 __ 4
Curtosis e daza; + 6aai — 3a;
92 = 5z ( )
— a2

_ 6352,5651 —4-619,6738-7,5255 + 6 - 65,2030 - 7,5255% — 3 - 7,5255*
B (65,2030 — 7,52552)2

19

= 0,1746; leptocurtica



NSl Tres empresas que compiten en un mismo sector registran los niveles de
&, morosidad (en meses) recogidos en las siguientes distribuciones de frecuencias.
.\ Calcule las correspondientes medidas de asimetria y curtosis y compdrelas entre si.

Empresa C
3 1,5 100 150,00 225,00 337,50 506,25 350
6 4,5 125 562,50 2531,25 11390,63 51257,81 300
9 7,5 325 2437,50 18281,25 137109,38 1028320,31 **°
9 12 10,5 126 1323,00 13891,50 145860,75 1531537,88 2@
12 15 13,5 99 1336,50 18042,75 243577,13 3288291,19 **
N= 775 5809,50 52971,75 538275,38 5899913,44 *®
a, a, as a, 0 I I
Empresa C 7,4961 683506 6945489 76127915 ¢ 7
Asimetria
ms; as—3a,a; +2a}  694,5489 — 3 - 68,3506 - 7,4961 + 2 - 7,49613 o
g1 = 3 = T = 3 = —0,0024; simétrica
(+Va; =) (++/68,3506 — 7,49612)
. _my a, — 4aza, + 6a,a% — 3af
Curtosis g — _3 =
( - al)

7612,7915 — 4 - 694,5489 - 7,4961 + 6 - 68,3506 - 7,4961% — 3 - 7,4961*
(68,3506 — 7,49612)2

20

—0,5715; platicurtica



iMuchas gracias!
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NN A continuacion, se muestra una tabla de correlaciones con las empresas
que operan en un determinado sector productivo, agrupadas segun las

variables ‘porcentaje de beneficios anuales destinados a I+D” (X) y “cifra
de ventas en millones de euros” (Y). Se pide:

(10-25) (25-50) (50-100)
6 6 4 0
2 2 3 1
1 2 1 1

17,5 375 75
6 4 0 16
2 3 1 8
2 1 1 5
10 8 2



NN A continuacion, se muestra una tabla de correlaciones con las empresas
que operan en un determinado sector productivo, agrupadas segun las
variables ‘porcentaje de beneficios anuales destinados a I+D” (X) y “cifra
de ventas en millones de euros” (Y). Se pide:

a) Determine si ambas variables son estadisticamente independientes.

X/Y 17,5 37,5 75
6 4 0 16
2 3 1 8
2 1 1 5
10 8 2
Frecuencias relativas conjuntas Producto de frecuencias relativas marginales

X/Y 5 17,5 37,5 75 X/Y 5 17,5 37,5 /5 ni.

0,2069 0,2069 0,1379  0,0000 0,1712 0,1902 0,1522 0,0380 _ 0,5517
0,0690 0,0690 0,1034  0,0345 0,0856 0,0951 0,0761 0,0190 = 0,2759
0,0345 0,0690 0,0345  0,0345 0,0535 0,0595 0,0476 0,0119 = 0,1724
0,3103  0,3448 0,2759  0,0690

Diferencia

X/Y 5 17,5 37,5 75
0,0357 0,0166 -0,0143 -0,0380
-0,0166 -0,0262  0,0273  0,0155
-0,0190 0,0095 -0,0131 0,0226

Conclusion: como no todas las celdas de esta tabla son 0 — dependencia estadistica.
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NN A continuacion, se muestra una tabla de correlaciones con las empresas
que operan en un determinado sector productivo, agrupadas segun las
variables ‘porcentaje de beneficios anuales destinados a I+D” (X) y “cifra

de ventas en millones de euros” (Y). Se pide:

b) Calcule la covarianza de ambas variables.

X/Y 17,5 37,5 75
2,5 6 4 0 16 40
7,5 2 3 1 8 60
15 2 1 1 5 75

nj 10 8 2 175

Vi*n.j 175 300 150 670

Sxy = My1 = Aq1 — Q10 " Qo1

75 262,5 375 0
75 262,5 843,75 562,5
75 525 562,5 1125 175 670
ajp = g = 6,0345 ag; = —g = 23,1034
4743,75
dq1 = T = 163,5776

Syy = Mgy = ag; —ag - ag; = 163,5776 — 6,0345 - 23,1034 = 24,1602



NN A continuacion, se muestra una tabla de correlaciones con las empresas
que operan en un determinado sector productivo, agrupadas segun las
variables ‘porcentaje de beneficios anuales destinados a I+D” (X) y “cifra
de ventas en millones de euros” (Y). Se pide:

c) ;En cudl de las variables la media aritmética es mds representativa del
total de empresas?

X/¥ i 37,5 E i
6 4 0 16 0 100

wu

a;; = 105,3879 6 4
H 2 2 3 1 8 60 450
a;0 = 6,0345 1 2 1 1 5 75 1125
9 10 8 2 175 1675
apy = 23,1034 45 175 300 150 670
225 3062,5 11250 11250 | 257875
S
Coeficiente de dispersion de Pearson: V = 7 S?2=m, =a, —a?
Variable X Variable Y
1675 25787,5
az0 =~ = 57,7586 a0z = —5— = 889,2241
S2 = 57,7586 — (6,0345)% = 21,3436 S; = 889,2241 — (23,1034)* = 355,4548
S, =+/21,3436 = 4,6199 Sy = +/355,4548 = 18,8535
_S_ 46199 [ L, _5_188535 .
*T % 60345 | Y~ 357231034




Una franquicia de restaurantes estd estudiando la relacion que existe entre
el niimero de mesas de sus salones (X) y el beneficio antes de impuestos
semanal generado en miles de euros (Y). La franquicia cuenta con 25
establecimientos, y la tabla de correlacion de ambas variables es la
siguiente:




Una franquicia de restaurantes estd estudiando la relacion entre el numero
&, de mesas de sus salones (X) y el beneficio antes de impuestos generado en
lﬁ miles de euros (Y). La franquicia cuenta con 25 establecimientos, y la tabla

de correlacion de ambas variables es la siguiente:

a) Calcule la covarianza entre ambas variables.

4 10 100
2 7 140
4 8 240

10 480

Sxy = My1 = Aq1 — Q10 " Qo1

80 60 160
120 120 160
120 180 480 480 76
19 = —= = 19,20 o1 = 5z = 3,040
1480 — 5920 25 25
Ayl = o5

Sxy = Mqq = dq91 — dq9 " dp1 = 59,2 — 19,2 . 3,04 = 0,8320



Una franquicia de restaurantes estd estudiando la relacion entre el niimero
&, de mesas de sus salones (X) y el beneficio antes de impuestos generado en
"2 miles de euros (Y). La franquicia cuenta con 25 establecimientos, y la tabla
de correlacion de ambas variables es la siguiente:

b) Determine si ambas variables son estadisticamente independientes.

Syy = 0,8320

NO son estadisticamente independientes
ya que Sy, es distinta de 0.



iMuchas gracias!
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A continuacion, se muestra una tabla de correlacion con las variables “niimero de
hectdreas cultivadas” (X) y “tasa de rentabilidad de la explotacion agraria (en %)”
(Y) de las explotaciones agrarias de una determinada comarca:

X\Y (4-6) (6-8) (8-10)
7 3 0
1 11 0
0 2 8

Para cuantificar la relacion existente entre ambas variables, se propone la
especificacion del modelo de regresion lineal: y, = a + b - x;

X\Y 5 7 9 ni.
7 3 0 10
1 11 0 12
0 2 8 10
8 16 8



I A continuacion, se muestra una tabla de correlacion con las variables “niumero de
& lectdreas cultivadas” (X) y “tasa de rentabilidad de la explotacion agraria (en %)”
”“S (Y) de las explotaciones agrarias de una determinada comarca. Se pide:

a) Estime los pardmetros correspondientes al modelo de regresion lineal

X\ Y
7 3 0 10 100 1000
1 11 0 12 360 10800
0 2 8 10 500 25000
8 16 8 960 36800
40 112 72 224 - o .
200 784 648 1632 e0 310 0
0 700 3600

Suma: 7320

228,7500
30,0000
7,0000
1150,0000

51,0000
18,7500 Sxy = Q11 — Qg0 " o1
250,0000 S% = ayo — ago

2 _ 2
Sy = Qpy — afy




I A continuacion, se muestra una tabla de correlacion con las variables “niumero de
hectdreas cultivadas” (X) y “tasa de rentabilidad de la explotacion agraria (en %)”
(Y) de las explotaciones agrarias de una determinada comarca. Se pide:

b) Comente la bondad del ajuste de la recta de regresion.

o~

2287500
10 7 3 0 10 100 1000 200000
30 1 11 0 12 360 10800 e ’
50 0 2 8 10 500 25000 7,0000
nj 8 16 8 960 36800 1150,0000

51,0000
vi*n.j 200 784 648 1632 5 075 =m,;= 18,7500
a

yji*n.j 40 112 72 224

250,0000

yi = 4,75+ 0,075 - Xi

vz Sty _ (1875
S2-S2° 250-2

E170,3% de la varianza o comportamiento de
la variable Y viene recogida por la regresion.



I A continuacion, se muestra una tabla de correlacion con las variables “niumero de
& lectdreas cultivadas” (X) y “tasa de rentabilidad de la explotacion agraria (en %)”
”“S (Y) de las explotaciones agrarias de una determinada comarca. Se pide:

c¢) Realice el andlisis de correlacion entre las variables.

2287500
10 7 3 0 10 100 1000 200000
30 1 11 0 12 360 10800 e ’
50 0 2 8 10 500 25000 7,0000
nj 8 16 8 960 36800 1150,0000

51,0000
18,7500
250,0000

yi*n.j 40 112 72 224
vi*nj [PI 784 648 1632 j =
a

yi = 4,75 + 0,075 * X

R? =0,7031
R=+R4=,/0,7031 =0,8385

La relacion entre ambas variables es alta y en el mismo sentido (signo +)



A continuacion, se muestra una tabla de correlacion con las variables “niimero de
hectdreas cultivadas” (X) y “tasa de rentabilidad de la explotacion agraria (en %)”
(Y) de las explotaciones agrarias de una determinada comarca. Se pide:

[
&

d) ;Qué significado economico tienen los pardmetros obtenidos?

2287500
10 3 0 10 100 1000 30,0000
30 11 0 12 360 10800 v
50 2 8 10 500 25000 0
nj 16 8 960 36800 1150,0000

yi*n.j 40 112 72 224 = 51,0000
vi*n.j 200 784 648 1632 5= 0075 18,7500
. L 250,0000
Vi = 4,75 + 0,075 * X a = 4,75
R? =0,7031
R = 0,8385

—~

e b - propension marginal de la productividad con respecto a la extension de las
explotaciones: por cada hectdrea adicional de extension, la rentabilidad se
Incrementa en un 0,075%.

e d — productividad autéonoma de las explotaciones: si no hay ninguna hectdrea
cultivada, la rentabilidad es de 4,75%.



I A continuacion, se muestra una tabla de correlacion con las variables “niumero de
hectdreas cultivadas” (X) y “tasa de rentabilidad de la explotacion agraria (en %)”
(Y) de las explotaciones agrarias de una determinada comarca. Se pide:

o~

e) Prediccion de rentabilidad para unas explotaciones de 65 y 70 hectdreas.

2287500
10 7 3 0 10 100 1000 30,0000
30 1 11 0 12 360 10800 v
50 0 2 8 10 500 25000 '

n.j 8 16 8 960 36800 1150,0000
yi*n.j 40 112 72 224 = 51,0000
y’i*n.j [P 784 648 | 1632 5= 0075 18,7500

. . 250,0000
Vi = 4,75 + 0,075 * X a = 4,75
R? = 10,7031
R = 0,8385

o x=65- 9, =475+0,075-(65) =9,6250%
o x=70- 9, =475+ 0,075-(70) = 10,0%



Una consultora estd estudiando, para cierto sector productivo, la relacion existente
entre la inversion en I+D que realizan las empresas (variable X, en miles de euros),
y el valor de su cifra de negocio (variable Y en cientos de miles de euros). Las
frecuencias obtenidas se recogen en la siguiente tabla de correlacion:

X\Y (0-4) (4-8) (8-12) (12-16)
10 1 0 0
2
1 2
0 0
0 0

Para cuantificar la relacion existente entre ambas variables, se propone la
especificacion del modelo de regresion lineal: y; = a + b - x;

O N 0 O
N O 2 O

6 10 14 ni.
1 0 0 11
11 0 0 13
2 8 1 12
0 2 6 8
0 0 2 2
14 10 9



Ej. 2

b
a

y

Una consultora estd estudiando, para cierto sector productivo, la relacion existente
entre la inversion en I+D que realizan las empresas (variable X, en miles de euros),
y el valor de su cifra de negocio (variable Y, en cientos de miles de euros). Se pide:

a) Estime los pardmetros correspondientes al modelo de regresion lineal
X\Y 2

15
25

35
45

Syy 44,7826

S2  133,6957

Sxy

<2

Sx

10
2

= 0,3350

6
1
11
2
0
0
14
84
504

(0]

O N 0 O O

10
100
1000

——--% = 17,3043 - 0,3350- 20,0 = 0,6052

i=d+b-x;=0,6052+0,3350 - x;

126
1764

ni.
11 55 275
13 195 2925
12 300 7500
8 280 9800
2 90 4050
920 24550
336 100 30 0 0
3320 60 990 0 0
50 300 2000 350
0 0 700 2940
0 0 0 1260

190,8696
20,0000
7,3043
533,6957

72,1739

44,7826
133,6957
18,8204

Suma: 8780

Sxy = Q11 — Q10 * Ap1
2 _ 2
Sx = Q9 — a7y

2 _ 2
Sy = Qgy — agy



Una consultora estd estudiando, para cierto sector productivo, la relacion existente
entre la inversion en I+D que realizan las empresas (variable X, en miles de euros),
y el valor de su cifra de negocio (variable Y, en cientos de miles de euros). Se pide:

Lo
&

b) Comente la bondad del ajuste de la recta de regresion.

2 6 10 14 ni. 228,7500
10 1 0 0 11 55 275 — 30,0000
2 11 0 0 13 195 2925
1 2 8 1 12 300 7500 Gyt
0 0 2 6 8 280 9800 1150,0000
45 0 0 0 2 2 90 4050 51,0000
nj 13 14 10 9 PRSPV LN S =m ;= 18,7500
yi*n.j 26 84 100 126 336 ~ S.2=m,,= 250,0000
v3*n.j 52 504 1000 1764 3320 b = 0,3350 S 2=m20= 2 0000
) 4 = 0,6052 n ’
y; = 0,6052 + 0,3350 - x;
, Sty (44,7826)%
R = =0,7970

T 5252 133,6957 - 18,8204

EL179,7% de la varianza o comportamiento de
la variable Y viene recogida por la regresion.
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Una consultora estd estudiando, para cierto sector productivo, la relacion existente
entre la inversion en I+D que realizan las empresas (variable X, en miles de euros),
y el valor de su cifra de negocio (variable Y, en cientos de miles de euros). Se pide:

o~

c¢) Realice el andlisis de correlacion entre las variables.

2 6 10 14 ni. 228,7500
10 1 0 0 11 55 275 — 30,0000
2 11 0 0 13 195 2925
1 2 8 1 12 300 7500 7,0000
0 0 2 6 8 280 9800 1150,0000
45 0 0 0 2 2 90 4050 51,0000
n.j 13 14 10 9 PIVINNPY IO S, =m ;= 18,7500
yi*n.j 26 84 100 126 336 ~ S2=m,.= 250.0000
ST b = 0,3350 X 20 ’
vi*n. 52 504 1000 1764 | 3320 ] S2=mg,=  2,0000
a=0,6052

$; = 0,6052 + 0,3350 - x; R2 — 07970

R =+R?=,/0,7970 = 0,8928

La relacion entre ambas variables es alta y en el mismo sentido (signo +)
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Una consultora estd estudiando, para cierto sector productivo, la relacion existente
entre la inversion en I+D que realizan las empresas (variable X, en miles de euros),
y el valor de su cifra de negocio (variable Y, en cientos de miles de euros). Se pide:

[~

d) ;Qué significado economico tienen los pardmetros obtenidos?

2 6 10 14 ni. 228,7500
10 1 0 0 11 55 275 — 30,0000
15 2 11 0 0 13 195 2925
25 1 2 8 1 12 300 7500 U
35 0 0 2 6 8 280 9800 1150,0000
45 0 0 0 2 2 90 4050 51,0000
n.j 13 14 10 9 PRSPV LN S =m ;= 18,7500
yi*n.j 26 84 100 126 336 ~ S.2=m,,= 250,0000
v3*n.j 52 504 1000 1764 | 3320 b =0,3350 S 2=m20= 2 0000
) 4 = 0,6052 n ’

R = 0,8928

b - propensién marginal de Ia cifra de negocios con respecto a Ia inversién en I+D:
por cada 1000 euros adicionales invertidos en I+D, la cifra de negocios se
incrementa en 33500 euros.

a - cifra de negocio autéonoma de las empresas: si no hay ninguna inversion en I+D,
la empresa tiene una cifra de negocio de 60520 euros.

12



Una consultora estd estudiando, para cierto sector productivo, la relacion existente
entre la inversion en I+D que realizan las empresas (variable X, en miles de euros),
y el valor de su cifra de negocio (variable Y, en cientos de miles de euros). Se pide:

Lo
&

e) Prediccion de cifra de ventas para una inversion en I+D de 56.000 euros.

2 6 10 14 ni. 228,7500
10 1 0 0 11 55 275 — 30,0000
2 11 0 0 13 195 2925
1 2 8 1 12 300 7500 AU
0 0 2 6 8 280 9800 1150,0000
0 0 0 2 2 90 4050 51,0000
13 14 10 9 PRSPV LN S =m ;= 18,7500
26 84 100 126 336 ~ S.2=m,,= 250,0000
52 504 1000 1764 | 3320 b =0,3350 S 2=m20= 2 0000

) 4= 0,6052 E—

Vi = 0,6052 + 0,3350 * X R2 =0.7970

R = 0,8385

e x = 56000 -7y;=0,6052+0,3350-(56) =
19,3652 cientos de miles de euros =
1936520 euros

13



iMuchas gracias!
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I Una cadena de ropa comercializa 3 tipos de camisetas: linea basica, linea casual y
linea premium. A lo largo de 6 aiios, los datos referentes al precio de las camisetas
(en euros), y a las cantidades vendidas (en miles de unidades) son los siguientes:

Linea Basica Linea Casual Linea Premium
Periodo Precio Cantidad Precio Cantidad Precio Cantidad
1 14 49 18 38 32 12
2 15 53 20 39 35 15
3 16 55 24 41 40 19
4 18 52 28 44 50 23
5 20 60 30 46 55 28

Se pide, para todos los periodos considerados:



I Una cadena de ropa comercializa 3 tipos de camisetas: linea basica, linea casual y
linea premium. A lo largo de 6 aiios, los datos referentes al precio de las camisetas
(en euros), y a las cantidades vendidas (en miles de unidades) son los siguientes:

Linea Basica Linea Casual Linea Premium
Periodo Precio Cantidad Precio Cantidad Precio Cantidad
0 12 48 15 36 30 9
1 14 49 18 38 32 12
2 15 53 20 39 35 15
3 16 55 24 41 40 19
4 18 52 28 44 50 23
5 20 60 30 46 55 28

a) Numeros indice de precios simples para las 3 lineas, con base fija en el periodo 0
(0=100).

Linea Basica Linea Casual LineaPremium

Periodo Precio Precio Precio

0 100,00 100,00 100,00

¢ _ Pt 1 116,67 120,00 106,67
bo = E 2 125,00 133,33 116,67
3 133,33 160,00 133,33

4 150,00 186,67 166,67

5 166,67 200,00 183,33




I Una cadena de ropa comercializa 3 tipos de camisetas: linea bdsica, linea casual y
Iinea premium. A lo largo de 6 afios, los datos referentes al precio de las camisetas
(en euros), y a las cantidades vendidas (en miles de unidades) son los siguientes:

Linea Basica Linea Casual Linea Premium
Periodo Precio Cantidad Precio Cantidad Precio Cantidad
0 12 48 15 36 30 9
1 14 49 18 38 32 12
2 15 53 20 39 35 15
3 16 55 24 41 40 19
4 18 52 28 44 50 23
5 20 60 30 46 55 28

b) Numeros indice de cantidades simples encadenados para las 3 Iineas
(multiplicados por 100).

Linea Basica Linea Casual Linea Premium

Periodo Cantidad Cantidad Cantidad
0 - - -
t dt 1 102,08 105,56 133,33
dt-1 = E 2 108,16 102,63 125,00
3 103,77 105,13 126,67
4 94,55 107,32 121,05
5 115,38 104,55 121,74




I Una cadena de ropa comercializa 3 tipos de camisetas: linea basica, linea casual y
linea premium. A lo largo de 6 aiios, los datos referentes al precio de las camisetas

(en euros), y a las cantidades vendidas (en miles de unidades) son los siguientes:

Linea Basica Linea Casual Linea Premium
Periodo Precio Cantidad Precio Cantidad Precio Cantidad
0 12 48 15 36 30 9
1 14 49 18 38 32 12
2 15 53 20 39 35 15
3 16 55 24 41 40 19
4 18 52 28 44 50 23
5 20 60 30 46 55 28

c¢) Niimeros indice de precios complejos de las 3 lineas, con base fija en el periodo 0

(0=100), por los métodos de Laspeyres, Paasche y Fisher:

N Laspeyres Paasche Fisher

Laspeyres: Lp = levzl pft q"o Periodo Precio Precio Precio
i=1 Pio"dio 0 100,00 100,00 100,00

ZN=1 Pic-die 1 116,02 115,55 115,78

Paasche: P, = Z’l"— 2 126,62 | 125,67 | 126,15
i=1 Piodit 3 143,72 | 142,22 | 142,97

Fisher: FE. = _./L.P 4 167,53 | 16809 | 167,81
P PP 5 182,90 183,11 183,01




I Una cadena de ropa comercializa 3 tipos de camisetas: linea basica, linea casual y
linea premium. A lo largo de 6 aiios, los datos referentes al precio de las camisetas
(en euros), y a las cantidades vendidas (en miles de unidades) son los siguientes:

Linea Basica Linea Casual Linea Premium
Periodo Precio Cantidad Precio Cantidad Precio Cantidad
0 12 48 15 36 30 9
1 14 49 18 38 32 12
2 15 53 20 39 35 15
3 16 55 24 41 40 19
4 18 52 28 44 50 23
5 20 60 30 46 55 28

d) Numeros indice de cantidades complejos de las 3 lineas, con base fija en el
periodo 0 (0=100), por los métodos de Laspeyres, Paasche y Fisher.

Laspeyres Paasche Fisher

Laspeyres: L, = g%l cii4 41N periodo Cantidades Cantidades Cantidades
N | dioPio 0 100,00 | 100,00 | 100,00
109,52 109,08 109,30
120,56 119,66 120,11
133,12 131,73 132,42
142,42 142,89 142,66
162,34 162,52 162,43

ZI'V—1 dit'Pit
Paasche: P, ==%"——
T  ¥N . qiopit

Fisher: Fq = ,/LqPq

ua B WN -




Se dispone de la serie del valor las exportaciones de bienes industriales de un determinado
pais (variable X, en millones de euros) desde el periodo (afio) 0 al 12, en términos nominales:

,,\_}1 Se cuenta ademds con los niimeros indice de precios de bienes
1 83000 | Industriales en base 0=100y en base 6=100 siguientes:
2 88000
4 100000 0 100 6 100
5 102000 1 102 7 108
6 108000 2 105 8 112
7 112000 3 106 9 114
8 118000 4 108 10 118
9 125000 5 112 11 120
10 136000 6 115 12 122
11 142000
12 154000
a) Calcule la serie de tasas de crecimiento reales anuales de X desde el periodo 0 al 12.
Periodo X pt, pt, Deflactor (6=100) . pg — p_‘g — 100 _ 0,869565 ]
0 75000 | 100 - 86,9565 Po 115
1 83000 102 = 88,6957 ° pé_ — p_(é — & — 0,886957
2 88000 105 - 91,3043 po 115
3 91000 | 106 - 92,1739 . .2 _Ps_ 105 _
4 100000 | 108 ; 93,9130 Pe = e = 115 0,913043 ¢
5 | 102000 | 112 : 97,3913 . S 106 t _ Po
6 | 108000 | 115 | 100 100 "t Ps e T s - 0921739 -Pr = ph
7 112000 - 108 108 . ¢ 108 0
8 118000 - 112 112 * Ps = _¢ =1 = 0939130
9 | 125000 | - 114 114 7o
10 | 136000 - 118 118 . pi=Re_ 112 _ 0973913
11 | 142000 | - 120 120 po 115
12 | 154000 - 122 122 . p6_P3_115_ 4 7
Pe = 6 = 115 — ]

Po



Se dispone de la serie del valor las exportaciones de bienes industriales de un determinado
pais (variable X, en millones de euros) desde el periodo (afio) 0 al 12, en términos nominales:

m}l Se cuenta ademds con los niimeros indice de precios de bienes
1 83000 | Industriales en base 0=100y en base 6=100 siguientes:
2 88000
4 100000 0 100 6 100
5 102000 1 102 7 108
6 108000 2 105 8 112
7 112000 3 106 9 114
8 118000 4 108 10 118
9 125000 5 112 11 120
10 136000 6 115 12 122
11 142000
12 154000
a) Calcule la serie de tasas de crecimiento reales anuales de X desde el periodo 0 al 12.
Periodo 5 Deflactor (6=100) X a precios de periodo 6 % crec. anual real
0 75000 | 100 - 86,9565 86250,00 -
1 83000 | 102 - 88,6957 93578,43 8,4967
2 88000 | 105 - 91,3043 96380,95 2,9948
3 91000 | 106 - 92,1739 98726,42 2,4335
4 100000 | 108 - 93,9130 106481,48 7,8551
5 102000 | 112 - 97,3913 104732,14 -1,6429
6 108000 | 115 100 100 108000,00 3,1202
7 112000 - 108 108 103703,70 -3,9781
8 118000 - 112 112 105357,14 1,5944
9 125000 - 114 114 109649,12 4,0737
10 136000 - 118 118 115254,24 5,1119
11 142000 - 120 120 118333,33 2,6716
12 154000 - 122 122 126229,51 6,6728 8




Se dispone de la serie del valor las exportaciones de bienes industriales de un determinado
pais (variable X, en millones de euros) desde el periodo (afio) 0 al 12, en términos nominales:

,ﬁ_}l Se cuenta ademds con los niimeros indice de precios de bienes
1 83000 | Industriales en base 0=100y en base 6=100 siguientes:
2 88000
4 100000 0 100 6 100
5 102000 1 102 7 108
6 108000 2 105 8 112
7 112000 3 106 9 114
8 118000 4 108 10 118
S 125000 5 112 11 120
10 136000 6 115 12 122
11 142000
12 154000
b) ;Cudl fue la tasa de crecimiento real de X entre los afios 0y 12?
Periodo X P, Pt Deflactor (6=100) X a precios de periodo 6
0 75000 100 - 86,9565 86250,00
1 83000 102 - 88,6957 93578,43 Tasa de crecimiento (%)
2 88000 105 - 91,3043 96380,95 < —x
3 91000 | 106 - 92,1739 98726,42 =t 71 400 =
4 100000 | 108 - 93,9130 106481,48 Xt-1
5 102000 112 - 97,3913 104732,14 126229,51 — 86250,00
6 108000 | 115 100 100 108000,00 = 86250,00 '
7 112000 - 108 108 103703,70
8 118000 5 112 112 105357,14 = 46,3531%
9 125000 - 114 114 109649,12
10 136000 s 118 118 115254,24
11 142000 . 120 120 118333,33
12 154000 - 122 122 126229,51 9




iMuchas gracias!
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I Sean tres urnas idénticas que contienen bolas del mismo peso y tamaro. En la
primera urna hay 3 bolas blancas y 2 negras, en la segunda urna hay 4 bolas blancas

y 2 negras, y en la tercera urna hay una bola blanca y 5 negras. Si se escoge al azar
una urna, y de ella se extrae una bola también al azar, se pide:

[~
R,

a) Probabilidad de que la bola sea blanca.

Teorema de la Probabilidad Total
P(Blanca) = P(1°U) - P(B | 1°U) + P(2°U) - P(B | 2°U) + P(3°U) - P(B | 39U)

Blanca (%)
12 Urna (§)}<: ‘

Negra (g)
rBIanca (;—L)‘ P(Blanca) =1.§+1 é.+1.1: 0,48
22 Urna (%)Ki . 35 36 36
2
k Negra (E)

Blanca (%)
32 Urna (é)Kﬁ )

Negra (g)




I Sean tres urnas idénticas que contienen bolas del mismo peso y tamaro. En la
primera urna hay 3 bolas blancas y 2 negras, en la segunda urna hay 4 bolas blancas

y 2 negras, y en la tercera urna hay una bola blanca y 5 negras. Si se escoge al azar
una urna, y de ella se extrae una bola también al azar, se pide:

[
L

b) Probabilidad de que, si la bola sale negra, esta pertenezca a la segunda urna.

Teorema de Bayes

P(N | 2°U) - P(29U) _
P(N | 12U) - P(12U) + P(N | 22U) - P(2°U) + P(N | 3°U) - P(3°U)

Blanca (%)
12 Urna (§)}<: ‘

Negra (g)

- Blanca (;—L) 1 . 2
22 Urna (E)K: - : g — 31 62 = 0,213
k egra (-) | - 36

Blanca (%)
32 Urna (é)Kﬁ )

Negra (g)

P(2%U| Negra) =




INWA Una sucursal de una caja de ahorros dispone de la siguiente informacion referente a
los cheques extendidos por sus clientes:

e De 850 clientes con fondos que extendieron un cheque, 25 cometieron algin error de forma.

e De 50 clientes sin fondos que extendieron un cheque, 45 cometieron algun error de forma.

e £/ 989% de los clientes tienen fondos.

¢/ Cudl es la probabilidad de que, si un cliente extendio un cheque cometiendo algun error de
forma, este fuera un cliente sin fondos?

Teorema de Bayes

P( Cliente SF| E ) = P(Error | Cliente SF) - P(Cliente SF) B
rene mor) = P(Error | Cliente CF) - P(Cliente CF) + P(Error | Cliente SF) - P(Cliente SF)

Error (—)
; 850
Cliente con
fondos (0,98) oae 45 0,02

SIn error (ﬁ) P( Cliente SF| Error) = 5g 50 A5

- 850 U987+ 50
Error (—)
i . 50
Cliente sin
fondos (0,0Z)K ]

Sin error (5)

= 0,38

- 0,02




INMRN £n una caja opaca hay 4 monedas de 1 euro y 3 monedas de 2 euros. Se extraen de
la caja sucesivamente, y al azar, dos monedas sin devolucion. Si las monedas de 1 y 2
euros tienen la misma probabilidad de salir, ;qué probabilidad hay de obtener 4
euros al extraer las dos monedas?

Probabilidad condicional (sin reemplazamiento)

12 Extraccion 22 Extraccion

4 i 6" |
1€(ﬁ k(i 2€(%

6

e 1€ (E) ™y
3 h. 6 vy
2€ (3) K el

6

P(4€) = P(2€N 2€)=P(2€) - P(2€| 2€) =

N|w

22014
6



Problema del Caballero de Mer€. Se pide:

a) Probabilidad de lanzar n veces dos dados no trucados y que se obtenga al menos
un seis doble.

12 Tirada 22 Tirada

P(al menos uno) = 1 — P(ninguno)

P(al menos uno) = 1 — P(ninguno) - P(ninguno) - P(ninguno) - --- (n veces)

P(al menos uno) = 1 — P(ninguno)"

P(al )=1 35"
al menos uno) = T




Problema del Caballero de Mer€. Se pide:

b) ;Qué es mds ventajoso, apostar a obtener un seis doble en 24 lanzamientos, o
hacerlo a obtener un seis en 4 lanzamientos de un itinico dado?

12 Tirada 22 Tirada

35y 24
e P(al menos un seis doble) =1 — (g) = 0,4914

N
e P(al menosunseis) =1 — (g) = 0,5177




Problema del Caballero de Mer€. Se pide:

c¢) ;Cudntos lanzamientos se deben de realizar para que la probabilidad de obtener
un seis doble sea de 0,6?

12 Tirada 22 Tirada 35\"
P(al menosuno) =1 — 36

06 =1 35)"
S 36

Despejamos n:

B Ln(0,4)
" Ln (32)

Ln(0,4) _
= 35\ = 32,53 = 33 tiradas
Ln (3¢) 8

n




ISl Una empresa de componentes eléctricos para automoviles tiene dos factorias, una
- Espana y otra en la Republica Checa. De la primera factoria, un 1% de los componentes
¢ fabricados salen defectuosos; mientras que de la segunda los componentes defectuosos
son el 5%. La factoria espafiola manufactura el triple de piezas que la factoria checa. Si se
elige aleatoriamente un componente de los fabricados por la empresa:

a) ;Qué probabilidad hay de que el componente sea defectuoso?

Teorema de la Probabilidad Total
P(Defectuoso) = P(Espana) - P(Def| Espaina) + P(Republica Checa) - P(Def| Republica Checa)

Defectuoso
(0,01)

Espafia (3)
* No defectuoso 3 1
(0,99) | P(Defectuoso) = 1 0,01 +--0,05=0,02

4
Defectuoso
Republica § (0,05)
Checa (l) (
4 No defectuoso

(0,95)

A A




ISl Una empresa de componentes eléctricos para automoviles tiene dos factorias, una
Espana y otra en la Republica Checa. De la primera factoria, un 1% de los componentes
fabricados salen defectuosos; mientras que de la segunda los componentes defectuosos
son el 5%. La factoria espafiola manufactura el triple de piezas que la factoria checa. Si se
elige aleatoriamente un componente de los fabricados por la empresa:

a) Si el componente defectuoso, ;qué probabilidad hay de que proceda de la factoria espafiola?

Teorema de Bayes

P(Def.| Espaiia) - P(Espafia) B
P(Def.| Republica Checa) - P(Reptblica Checa) + P(Def.| Espafa) - P(Espafia)

P( Espaiia| Defectuoso) =

Defectuoso
(0,01)

-

~ 43 J
Espafia (0) - \ ;
o defectuoso i 0,01
(0,99)

;‘ 7°0,05 + 70,01

= 0,375

Defectuoso
(0,05)

Republica
Checa (i)

k.

No defectuoso
(0,95)

A A

10



m Un fabricante de vehiculos compra cierto tipo de pieza a un proveedor A. De cada lote de
piezas que recibe de ese tipo, el 5% son defectuosas (se supone que el hecho de que una
pleza de un lote sea defectuosa es independiente de que el resto de piezas del lote lo
sean también o no). Si cada vehiculo fabricado requiere de 8 piezas, se pide:

2,
T
&

a) ;Qué probabilidad existe de que las 8 piezas del vehiculo se encuentren en perfectas condiciones?

P(pieza defectuosa) = 0,05 - P(No def.) = 0,95
P(No def n No def n ---.Nn No def) = P(No def) - P(No def) ...- P(No def)

P(8 piezas No def. consecutivas) = P(No def.)® = 0,958 = 0,6634

11



m Un fabricante de vehiculos compra cierto tipo de pieza a un proveedor A. De cada lote de
piezas que recibe de ese tipo, el 5% son defectuosas (se supone que el hecho de que una

pleza de un lote sea defectuosa es independiente de que el resto de piezas del lote lo
sean también o no). Si cada vehiculo fabricado requiere de 8 piezas, se pide:

b) El fabricante estd pensando en la opcion de comprar el 40% de los lotes de la pieza anterior a un 2°
proveedor B, que suministra lotes con el mismo niimero de piezas que el proveedor A; pero cuyo
porcentaje de piezas defectuosas por lote es del 4%. Si en este caso, las piezas requeridas para fabricar un
vehiculo fueran elegidas al azar de entre las piezas suministradas por ambos proveedores, ;qué

probabilidad existiria de que las 8 piezas que incorpora un vehiculo se encontraran en perfectas

condiciones?

Teorema de la Probabilidad Total
P(No def.) = P(Prov.A) - P(No def.| Prov.A) + P(Prov.B) - P(No def.| Prov.B)

s ™

Defectuoso
(0,05)
Proveedor A § ) P(Nodef.)=0,6-095+0,4-096 = 0,954
0,6 N
(0.6) No defectuoso
(0,95)
Defectuoso P(8 piezas No def. consecutivas) =
— 8 _ 8 _
Proveedor B (004 | = P(No def.)8= 0,9548 = 0,686
(0,4) (

No defectuoso
(0,96)
12

A

A




m Un fabricante de vehiculos compra cierto tipo de pieza a un proveedor A. De cada lote de
piezas que recibe de ese tipo, el 5% son defectuosas (se supone que el hecho de que una
pleza de un lote sea defectuosa es independiente de que el resto de piezas del lote lo
sean también o no). Si cada vehiculo fabricado requiere de 8 piezas, se pide:

¢) Dada la situacion planteada en el apartado anterior, si seleccionamos al azar una pieza y es
defectuosa, ;qué probabilidad hay de que haya sido suministrada por el proveedor A?

Teorema de Bayes
P(Def.| Prov.A) - P(Prov.A) B
P(Def.| Prov.A) - P(Prov.A) + P(Def.| Prov.B) - P(Prov.B)

P( Prov.A| Def) =

s ™

Defectuoso
(0,05)
Proveedor A L
(0,6) ( )
No defectuoso 0,05:0,6
0,95 = 0,6522
(0,95) | 0,04-04 + 0,05-0,6
Defectuoso
(0,04)
Proveedor B L
(0,4) (
No defectuoso
(0,96)

- L 13




Se tienen cuatro dados normales y uno trucado. En el trucado, la posibilidad de
obtener un 1 es el doble a Ia de cualquier otra cara, sabiendo que el resto de caras si
son equiprobables. Si se elige un dado al azar, se lanza y se obtiene un 1, ;cudl es la
probabilidad de que se trate del dado trucado?

Teorema de Bayes P(Truc| 1) =

2,
T
&

P(1| Truc) - P(Truc)
P(1| Truc) - P(Truc) + P(1| Normal) - P(Normal) + P(1| Normal) - P(Normal) + P(1| Normal) - P(Normal)

Trucado {71} 3 (;)

P( Trucado| 1) = 0,3

1
Normal {E}

ANNVANN G
NN
[ =
_|_

OV =
-PIH\"N
t S =
N =
S| =
_|_
N =
| =

Il

Normal {43}

14




m La probabilidad de que el indice IBEX-35 aumente cualquier dia de apertura de los
Mercados es del 0,5. Si el comportamiento del indice en un dia es independiente de
su comportamiento en los dias anteriores, se pide:

=
a) Probabilidad de que el indice aumente durante cuatro dias consecutivos.
P(Aumente N Aumente N Aumente N Aumente) =

= P(Aumente) - P(Aumente) - P(Aumente) - P(Aumente)

P(Aumente cuatro dias consecutivos) = P(Aumente)* = 0,5* = 0,0625

15



m La probabilidad de que el indice IBEX-35 aumente cualquier dia de apertura de los
Mercados es del 0,5. Si el comportamiento del indice en un dia es independiente de
su comportamiento en los dias anteriores, se pide:

[
&

b) Probabilidad de que el indice disminuya en al menos uno de cuatro dias consecutivos
observados.

P(al menos un dia disminuya) = 1 — P(todos los dias aumente)
P(al menos un dia disminuya) = 0,9375

P(al menos un dia disminuya) = 1 — P(0,0625)

16



iMuchas gracias!
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I Sea una variable aleatoria§ con funcion de densidad:

0 Si x<0
fx)=<k-x* si 0<x<2
0 Si x> 2

a) Hallar k para que f (x) sea verdaderamente una funcion de densidad.

co

0 0 2
j f(x)-dx=1 j O-dx+Jk-x2-dx+f 0-dx=1
—00 —00 0

2

2
O+kJ x?-dx+0=1

0
K le_l
3 0

23 03
Funcion de densidad completa: k- [? —3| T 1
0 ' <0 38
; Si X §k 4
f)=95-x* si 0<x<2

3
0 S x> 2 k=§



I Sea una variable aleatoria§ con funcion de densidad:

0 Si x<0
f(xX)=<k-x* si 0<x<2
0 Si x> 2

b) HallarP(1 < & < 2).

Funcion de densidad completa:

0 Si x <0
3
flx) = g-xz si 0<x<?2
0 Sl x> 2

2
P(1<§<2)—f E cx? dx =

| w

sl -]l



INWA Sea una variable aleatoria & con funcion de densidad:

0 Si x<0

X si 0<x<1
k—x si 1<x<2

0 Si X =2
a) Hallar k para que f (x) sea verdaderamente una funcion de densidad.

0 1 2 o)
f O-dx+fx-dx+jk—x-dx+j O-dx=1
—00 0 1 2

1 2
0+fx-dx+jk—x-dx+0=1
0 1

1 2 2
Jx-dx+jk-dx—Jx-dx=1
0 1 1

x2]" x2]*
—] +k-[x]%—[— =1

f(x) =

j_o:of(x)-dx= 1

2 2 |
Funcion de densidad completa: [——— +k-[2-1] - [——— =1
(0 si x<0 . 3 )
. < 12l =
w={,7, 5 0gxs] H* 8
. 0 Si X =2

+ =2

I
N | =
N | W
N |



INWA Sea una variable aleatoria & con funcion de densidad:

0 si

_ X si
fx) = k—x si
0 si

b) HallarP(0 < ¢ < 1,5).
Funcion de densidad completa:

0 Si x <0
_ X si 0<x<1
flx) = 2—x si 1<x<?2
0 Si x =2

P(OSESLS)=J

0

1 1,5 1,5 x2]
]x dx+2] dx—j x-dx=[—
1 1 2

40

[——— +2-[1,5-1] - [1’52 — 12] = F_

2 2

x<0
0<x<1
1<x<2
X =2

1
+2 - [x]7?

+2-[0,5] -

1 1,5
x-dx+J 2—x-+-dx =
1

X

2

1,25]

21

1,5

= 0,875




Ej. R En una autovia hay un radar colocado en un puesto estratégico. La velocidad mdxima
autorizada en el punto es de 120 Km/h. El radar permite un margen de tolerancia sobre la
velocidad madxima permitida del 10%. Si la velocidad a Ia que pasan los vehiculos por ese
punto queda representada mediante una variable aleatoria con funcion de densidad:

(X
] < 12
10000 si 0<x< 0
f(x) ={200—x
_ 120 < 2
10000 si 0<x<200
\ 0 en resto

a) ;Qué probabilidad hay de que el conductor de un vehiculo pierda puntos de su permiso de
conduccion al pasar por delante del radar?

120
P(§>132)=1-P(<132)=1- U 5000
0

; +j132200—x d]
o X cdx| =
150 10000

1 120 1 132 1 132
— x +dx + f 200 - dx — j x-dx]=
[10000j0 10000 J,,, 10000 J;5¢

1 [ 120 132 132
— . x-dx+f 200-dx—f x-dx]=
10000 f 1

20 120

2 120 X2 132
+ 200 - []S%—H ]=
10000 “ 2,

1 1202 02 1322 1202
- — —|+200-[132 —120] — - =1-

.[8088] = 0,1912

6

10000 2 2 2 2 10000



Ej. 3

En una autovia hay un radar colocado en un puesto estratégico. La velocidad mdxima

autorizada en el punto es de 120 Km/h. El radar permite un margen de tolerancia sobre la

f(x) =1

(X

1 <
10000 si 0<x<120
200—x i 120 <x <200
10000 ' =X
\ 0 en resto

b) ;Y si sabemos que circulaba a mds de 120 Km./h.?

P(Multa | Circular a mas de 120)

P(Multa (por circular a mas de 130 Km/h))
P(Circular a mas de 120)

120 120
P(§>1200=1—-P(¢ <120)=1— cdx =1 — cdx =
€ ) ¢ ) jo 10000 10000j0 roax
ot T S o qrzer 01 [14400]
10000 ([ 2 |, B 10000 | 2 2 10000 2 | 10000
1—10,72 = 0,28

P(Multa | Circular a mas de 120) =

P(Multa (por circular a mas de 130 Km/h)) _0,1912

P(Circular a mas de 120) 0,28

velocidad madxima permitida del 10%. Si la velocidad a Ia que pasan los vehiculos por ese
punto queda representada mediante una variable aleatoria con funcion de densidad:

. [7200] =

= 0,6829

7



Una fabrica de bombillas produce dos tipos de bombillas de aspecto exterior semejante. El 70% de
las bombillas son del tipo A, con una duracion en afios representada por la variable aleatoria ¢ con

funcion de densidad:

"' {0 si x<o0
f(x)_{e‘x si x>0
El 30% restante de bombillas son del tipo B, con duracion en afios representada por la variable n

con funcion de densidad:
(y) = 0 si y<0
IV =2 e si y>0

a) Probabilidad de que una bombilla de tipo A escogida al azar dure mds de un afio.
1

P(E>1)=1—P(€S1)=1—j e ™. .dx =
0

Si f(x) es un polinomio de grado uno: f: ef ) . dx = ﬁ [ef (x)]z

1
=1l—-——J[e*}=1+1e 1 -e’]=1+ [—— 1] =1+1[0,3679 — 1] = 0,3679



Una fabrica de bombillas produce dos tipos de bombillas de aspecto exterior semejante. El 70% de
las bombillas son del tipo A, con una duracion en afios representada por la variable aleatoria ¢ con
funcion de densidad:

[
&,

)0 si x<0
f(x)_{e‘x si x>0
El 30% restante de bombillas son del tipo B, con duracion en afios representada por la variable n
con funcion de densidad:

(y) = 0 si y<0
IV =2 e si y>0

b) Si tomamos una bombilla al azar de entre toda la produccion, ;qué probabilidad tenemos de que
dure mds de un afio?
P(Dure) = P(Dure | Tipo A) - P(Tipo A) + P(Dure | Tipo B) - P(Tipo B)

1 1

Dura P(n>1)=1—P(nS1)=1—j 2-e‘23’-dy=1—2-j e 2V .dy =
(0,3679) 0 0
No dura Si f(x) es un polinomio de grado uno: f: ef ) . dx = flzx) -lef (x)]l;
Dura 2
0 1-— [ =1+1[e" -] =1+1[e? —e]
No dura

=1+

1
== 1] =1+1[0,1353 — 1] = 0,1353

P(Dure) = P(Dure | Tipo A) - P(A) + P(Dure | Tipo B) - P(B) = 0,3679 - 0,7 + 0,1353 - 0,3 = 0,2981

9



Una fabrica de bombillas produce dos tipos de bombillas de aspecto exterior semejante. El 70% de
las bombillas son del tipo A, con una duracion en afios representada por la variable aleatoria ¢ con

funcion de densidad:

"' {0 si x<o0
f(x)_{e‘x si x>0
El 30% restante de bombillas son del tipo B, con duracion en afios representada por la variable n

con funcion de densidad:
(y) = 0 si y<0
IV =2 e si y>0

¢) Y si una bombilla escogida al azar dura mds de un afio, ;qué probabilidad hay de que sea del tipo A?

, P(Dure | Tipo A) - P(Tipo A)
P(Tipo A| Dura) = _ : : :
PP(Dure | Tipo A) - P(Tipo A) + P(Dure | Tipo B) - P(Tipo B)

_ (03679) B 0,3679 - 0,7 _02575 o o
 Nodura ~0,3679-0,7+0,1353-0,3 0,2981
Dura

(0,1353)

No dura

10



Ej. W Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de cuantia conjunta:

a) Hallar las funciones de cuantia marginales de & y 1.

0,03

0,18

0,00

0,05

0,00

0,07

0,11

0,23

0,03

0,00

0,00

0,15

0,09

0,27

0,01

0,04

0,18

0,01

0,08

0,05

0,11

0,22

0,31

0,31

0,32
1,00

11



Ej. W Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de cuantia conjunta:

[
R,

b) CalcularP(§ < 3/n=2)yP(n <3/§ = 2).

0,03 0,18
0,00 0,05|0,00|0,07]0,11 | 0,23
0,03 0,00 0,00|0,15|0,09| 0,27
0,01]0,04|0,18|0,01|0,08|0,32
0,050,111 (0,22 | 0,31 | 0,31 [¥ele)

b d D
l=a =crij
Pxg SESxplye SNSyg) ==ag
j=cPej
e PE<3/n=2)=P (Essnr;2=2) _ 0,02+g,(1)i+0,00 — 0,6363
e P(n<3/i=2)=P (nssfr;z‘.g:z) _ o,oo+g,;)2+o,oo — 02173



Ej. W Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de cuantia conjunta:

[~
&

c) ;Son independientes £ y n?

0,04 0,08 |0,03]|0,18

0,00

0,05]0,00 0,070,111 | 0,23

0,03

0,00 0,00 0,15 0,09 | 0,27

0,01

0,040,118 |0,01|0,08]|0,32

* Pi. D1 =018

* pll - 0,01

0,05(0,11 0,22 | 0,31 | 0,31 PEMele
Pij = Die * Dsj
0,05 = 0,009

P1e * Pe1 # P11

13



m Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

_Jk-x-y* si 0<x<20<y<1
xX;y) =
f(x:y) { 0 en resto

a) Hallar k para que f (x; y) sea verdaderamente una fincion de densidad conjunta.

0 00 2 r1
j j flx;y)-dy-dx =1 f fk-x-yz-dy-dle
—%0 /- 0 Jo

1 1 y31 13 03
jk.x.yz.dyzk.x.fyz.dyzk.x. z =k.x. - :k.x.
) . 3], 3 3



m Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

e
H
4

_Jk-x-y* si 0<x<20<y<1
xX;y) =
f(x:y) { 0 en resto

b) Hallar las funciones de densidad marginales de& y.

3
Foy) = E-x-y2 si 0<x<20<y<1

0 en resto

e  Funcion de densidad marginal de é:

1

1
3 3 3
0

3 3 1\ 1
2 27 \3]) T2
Funcion de densidad marginal de n:

fu(x) = _[f(xY) dx—f% x -y dx—;y jx.

0 0
3 3
=§'3’2 <[7—7)=§-y2-([2])=3-y2

[\

le
/'\
|_|

N

I_l

N
v

15



m Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

#o
!
’

_Jk-x-y* si 0<x<20<y<1
xX;y) =
f(x:y) { 0 en resto

c) ;/Son independientes § yn?

3
N P 2 s5i 0<x<20<y<1
flgy) =42"%Y y

. x .
0 en resto
e  Funcion de densidad marginal de é:
1
fe(x) = 5 X
e  Funcion de densidad marginal de n:
fa(x) =3-y?

fey) = fe(x) - f(y)

fe(x) - f() = % x-3-y%= % . x - y2 - son independientes

16



Ej. 7 Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

&
5
v

_Jk-x-y* si 0<y<x<2
xX;y) =
fx:y) { 0 en resto

a) Hallar k para que f (x; y) sea verdaderamente una fincion de densidad conjunta.

00 00 2 rX
j j floy)-dy-dx=1 f fk°x'y2-dy-dx=1
—xor-® 0 Y0

x x y3 X x3 03 x3
j k . x . yzo dy =k . x . j yz . dy —_— k . x . B — —_— k . x . _— - k . x . —_—
) ) 3], 33 3

2 4
j k-—-dx=1
0

3
1 2
k-—-jx4-dx=1
3 0
1 <x52>
k._. [—] =1
3 5 o
. 25 0° 1
3 \|5 5|
15

k=§

_kx4
-3

17



Ej. 7 Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

-\ faon = a0y
b) Hallar las funciones de densidad marginales de& y.
15
flgy) =432 %" y? si 0<y<x<2
0 en resto

e Funcion de densidad marginal de 9":

_ 15 r 15
15
—ﬁ'x'<

B x4 15-x4_5-x4'
B B 96 32

e  Funcion de densidad marginal de 77

x3 03
3 3

2

15 15
fa(x) = jf(xy} dx—j— x -y dx =—-y2. fx-dyz—.yz. %

32 32
y

=1_5. 2, Z_Z_y_z =1_5. 2, z_y_z =1_5, 2. 2_y_4
327 "\|2 "2 32 Y 2 ] T 32 Yy T

18



Ej. 7 Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

P
§

_Jk-x-y* si 0<y<x<2
xX;y) =
fx:y) { 0 en resto

c) ;/Son independientes § yn?

15 ,
Flxy) = 3—2'x'y si 0sy<x<?2
0 en resto
*  Funcion de densidad marginal de é:
5-x*
feG) =—3

» Funcion de densidad marginal de n:

15 4
fu (%) =§'<2'3’2—y7)

fey) = fe(x) - f(y)

_ 5x* 15 y* - -
fe(0) - f, ) = e (2 cy2— 7) — NO son independientes

19



Ej. 7 Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

.
2
{

iy

d) CalcularP(n = 1).

_Jk-x-y* si 0<y<x<2
xX;y) =
fx:y) { 0 en resto

15
Fley) = 3—2xy si 0sy<x<2
0 en resto
: 215 4 15 : 4 15 2
_ [ Y N g2 92 Y 22, y_.
ffn(y)dy—j32< 2>dy 32f2y 2aly 3 ijd jzd
1 1 1 1
2 2
15 2f2d 1j4d _s 1 [\ 15 .
32 yoay T Y T3 3], 27|5),) 32

1 1

15 , 71 1 [31]\ 15 (14 31\ 15 (140 93
32 3] 2 |(5]/) 32 \3 10/ 32 \30 30

y

-4-50)-

=——=0,7343



m Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

N

~t w:“

a) Hallar k para que f (x; y) sea verdaderamente una fincion de densidad conjunta.

_Jk-x-y* si 0<x<y<2
xX;y) =
f(x:y) { 0 en resto

oo 00 2 p2
j j floy)-dy-dx=1 f fk°x'y2-dy-dx=1
—XoT-® 0 Jx

2
e A | ) T
“k k 4] [32
—_ . _— 4 . —_ —_—
-[03 B x—x%)-dx=1 g(glzl_[?])_l

k JZ k 32
—- | 8- x—x*-dx=1 Z.(16=22)=1
3 Jo 3 (6 5>
: : k (80 32
3 fs x-dx—fx‘*-dx =1 3 \g 51
0 0
48k _ .
k o 2> [x5]° 1 15
3 2 50 15 5
o LYo F=—"—="
_ 48~ 16
k(g 2207 [2° ©0° 1
3 2 2| |5 5| “




m Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

f(x,y):{k-(x2+yz) si 0<y<x<1

' 0 en resto

a) Hallar k para que f (x; y) sea verdaderamente una fincion de densidad conjunta.

© 00 1 ,x
j j fy)-dy-dx =1 J jk-(x2+y2)-dy-dx=1
mlchdmlcs 0 70

Jk (x2 +y?)-dy =k jx +y2edy =k- <]x z.dy+jxyz.dy>=k.< z.jxdy+fxy2.dy
oo ) e ) e ] <o ) ()

22



m Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

f(xy)—{ (k2 +9y?%) si 0<y<x<1
0 en resto

.
2
{

iy

b) Hallar las funciones de densidad marginales de& y.

3-(x2+y%) si 0<y<x<1
xX;y) =
f@y) { 0 en resto

e  Funcion de densidad marginal de é:

fs(x)=ff(x'y)-dy=f3-(x2+'y2)°dy=3-<fx dy+fxy dy) < jx jy dy)
0

(o) S (o) ()

e  Funcion de densidad marginal de n:

% 1 1 1 1
fo(x) = jf(x'}’)'dx:f3'(x2+y2)'dx=3-Jx2+y2-dx=3-<jx2-dx+jy2-dx>
y

y

=3.<j x4y jdx>=3-<[%3]:+y2-[x]},> (!———+y [1—y]>

3.y3
=3.<[___] y _y]> 3_ 3}’ +3.y2_3.y3=1_y3+3.y2_3.y3=_4.y3+3.y2+1

23
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m Dada la variable aleatoria bidimensional (¢, n) con funcion de densidad conjunta:

f(x,y):{k-(x2+yz) si 0<y<x<1

' 0 en resto

c) ;/Son independientes § yn?

3-(x2+y%) si 0<y<x<1
xX;y) =
f@y) { 0 en resto

e  Funcion de densidad marginal de é:

fe(x) = 4x3

o  Funcion de densidad marginal de n:
) =—4-y>+3-y*+1

fey) = fe(x) - f(y)

fe(x) - f,(y) = 4x3-(—4-y*+3-y?>+ — NO son independientes

1)

24



iMuchas gracias!
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I Sea una variable aleatoria ¢ con funcion de cuantia:

(n v
&

-2 1/4
-1 1/8 | ydadalatransformacionn =2 -&—2;
0 1/4
1 1/8
2 1/4

a) Hallar Ia esperanza matemdtica de ¢.



I Sea una variable aleatoria ¢ con funcion de cuantia:

[
R,

2 | 1/4
-1 1/8 | ydadalatransformacionn =2-§—2;
0 1/4
1 1/8
2 1/4

b) Hallar la varianza de &.

Var(§) = pp = a — aj

a1=0

| O

1 1 1 1 1
az =zxizpi=(—2)2'Z+(—1)2'§+02‘Z+12'§+22'Z

l

Var(§) = a, — a? =2_ (0)2 ==



I Sea una variable aleatoria ¢ con funcion de cuantia:

1/4
1/8 | ydadalatransformacionn =2-§—2;
1/4
1/8
1/4

~

N ROolh|N

c) Hallar la esperanza matemadtica de .

E()=0

9

Var(¢) = 2

E(A+B-§) =E(A)+EB)-E&) =A+B-E($)

E(m=EQ2-§-2)=EQ2-§{)—-EQ2)=
EQ)-E()—EQ)=2-E()—-2=2-0—2=-2



I Sea una variable aleatoria ¢ con funcion de cuantia:

) -2 | 1/4
1 1/8 | ydadalatransformacionn =2-§—2;
0 1/4
1 1/8
2 1/4
d) Hallar la varianza de n.
E()=0
9
Var(§) = 2

Var(A+B-§) =Var(A) + Var(B) -Var(§) = 0 + B? - Var(¥)

Var(m) =Var(2-&—=2)=Var(2-&) —Var(2Q) =Var(2-&) — 0 =22 -Var(¢) = 22 z =9



INWA Sea una variable aleatoria§ con funcion de densidad:
-, 0 si x<0

fx) =

2

x°c si 0<x<2

ol w

0 si x> 2

a) Hallar Ia esperanza matemadtica de &.

+ 0o

E(§) =a; = j x! - f(x)-dx =

—CO

2 3 3 2
j xo—-xzo dx :—-J x3 -dx =
0 8 8 0

3 [x*]" 3 [2* 0% 3 [16] 3
8 |4, 8 [4 4] 8 [4] 2



INWA Sea una variable aleatoria§ con funcion de densidad:
P 0 si x<0

fx) =

2

x°c si 0<x<2

ol w

0 si x> 2

b) Hallar la varianza de &

Var(§) = p, = a; — af

3
a]_:E

+o 2 3 3 2
a, = f xz-f(x)-dx=J xz-—-xz-dx=—-Jx4-dx=
0 8 8 0
3 [x°]° 3 [2° 0°] 3 [32] 96 12
8 50_8 5 5| 8 |5|] 40 5

12 /3\* 12 9 3
Var(€)=?— E =?—Z=%=0,15



INWA Sea una variable aleatoria & con funcion de densidad:
=, 0 si x<0

fx) =

2

x°c si 0<x<2

ol w

0 si x> 2

¢) Hallar la esperanza matemadtica y la varianza de la transformacion n = 2 - § — 3.

3
E(¢) =3

Var(¢) = 0,15

« E(m): E(A+B-§) =E(A)+E(B)-E(& =A+B-E(&)

3
E( =EQ-§-3)=EQR-§)-E®) =2-EQ)-E®3)=2-E¢)-3=2-3-3=0

 Var(m): | Var(A+B-§) =Var(A) + Var(B) -Var(§) = 0 + B> - Var(§)

Var(n) =Var(2-&§ —=3)=Var(2-&) —Var(3) = 2%-Var(§) — 0 = 4-% = % =0,6



IR Sea una variable aleatoria & con funcion de densidad:

(1
%X > si 0<x<1
SN xX) =
f(x) <x—Z si 2<x<3
. 0 en resto

a) Hallar Ia esperanza matemadtica de &.

+ 0o

E() = a; = j xl - F(x) - dx =

—CO0

[ gars [x@-2an=g [ xoars [ 5= 2 a

<3 [+ [ x d_zjd:%H+H_2H

S B B
R H=-+?—5—12

3



IR Sea una variable aleatoria & con funcion de densidad:

(1
‘{X 2 si 0<=x<1
SN xX) =
f(x) <x—Z si 2<x<3
. 0 en resto

b) Hallar la varianza de &

19 Var(§) = u; = a, — aj
a’1 = E

+ 00

1 1 3 1 1 3
a, = j xz-f(x)-dx=f xz-zdx+jx2-(x—2)-dx=§j xz-dx+fx3—2x2-dx
0 2 0

2

— 00

1 1 3 3 1 x31 x43 x33

=—jx dx+j 3dx—2-jx2dx=—-— +|=| —2-|=

2 30 42 32

1 13 1 1+65 ) 19_1+65 38_45
BVE 4 3] 6 4 3 12

19)2_45 361 179

45
Var(é) = — — =2
ar($) = 13 (12 12 144 144

10



IR Sea una variable aleatoria & con funcion de densidad:

(1
-~ — si 0<x<1

fx)=4 2

XxX—2 Ssi 2<x<3
. 0 en resto

¢) Hallar la esperanza matemadtica y la varianza de la transformacion n = 3 - § — 4.

19
EQ) =15

179

Var(¢) = 122

« E(m): E(A+B-§) =E(A)+E(B)-E(& =A+B-E(&)

19 3
EG =EB-{ -4 =EGQ-)-E@W=ER) E@-EW=3-E@)—4=3--—4=7

 Var(m): | Var(A+B-§) =Var(A) + Var(B) -Var(§) = 0 + B> - Var(§)

179 1611 179
144 144 16

Var(n) =Var(3-é—4)=Var(3-&) —Var(4) =3%-Var(§) - 0=9-

11



NN Dada la variable aleatoria bidimensional (§,m) con funcion de densidad conjunta:

Fa o Jdxy st 0<x<10<y=<1
‘ f(x:y) { 0 en resto
Calcular la covarianza de ambas variables, cov(&;n).

Hi1 = Cov(&m) = Ofp = 011 — 010 * Qo1

* a0 =E$)

()—f14 dy = 4 fl dyax 2] ca RO e [ i,
fscx—0 xyy—xoyy—xz_o—xzz—xz—z—x
L L %3] 13 03 1] 2
E(E):a10:LX'2X'dX:2'LX'dXZZ'?_OZZ'?—? :2'§:§

* ay; =E(m)

1 1

x2] 12 02 11 4-y
fn(Y)=j 4-x-y-dx=4-y-jx-dx=4-y- —| =4y |l=——=|=4 -y || =—==2y
0 0 2 |, 2 2 2

' t 3 13 0? 1] 2
E(n)=a01=fy-2y-dy=2-jy-dy=2-§ =215 -3|=2"3|=3
0 0 0

12



NN Dada la variable aleatoria bidimensional (§,m) con funcion de densidad conjunta:

0 en resto
Calcular la covarianza de ambas variables, cov(&;n).

4.x- si 0<x<10<y<1
f(x;y)={ y st y

Hi1 = Cov(&m) = Ofp = 011 — 010 * Qo1

* a=E@)=

* ay =E(m) =

win WIN

1 01 1 1
s apy =y foxtoyt-(Gexey)-dy-de= [ [ 4 x*y?-dy-dx

1 1 311 3 03

1> 0
j 4 . xz . yz . dy —_— 4 . xz . J yz . dy —_— 4 . xz . [y—] - 4 . xz —_— e —
. ) 3 33

L14.3x2.dx=§j01 dx—— [—] [___ Hzg

4.2 1_4-x2
D Y e

13




iMuchas gracias!
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I £/ gerente de un restaurante que solo da servicio bajo reserva previa sabe por
experiencia que el 20% de los clientes que hacen reserva no acuden al restaurante.
Si el restaurante acepta 12 reservas; pero solo dispone de 10 mesas, ;qué
probabilidad hay de que todos los clientes que acuden al restaurante tengan mesa?

o~

¢ Tipo de experimento: e Parametros: ¢ Funcidn de cuantia:

o Binomial B(n;p). o n=12 o P(E=x)= (2) cpX e qtx
e Variable que modeliza: o p=0,20

o &= "“Numero de personas que o q=10,80

reservan pero no acuden al

» e Distribucion de la V.A.
restaurante

o &- B(12,020)

P€=22)=1-P(E<2)=1-[PE=0)+PE=1)]

—1— [(102) 10,20 . 0,820 4 (112) 0,21 .0,81271] = 0,7251



INWA Con base en encuestas se sabe que la preferencia de los consumidores respecto a
dos marcas de un bien A y B es muy pareja. Si la opcion de compra entre estas
marecas es independiente entre los diferentes consumidores:

o~

¢ Tipo de experimento: e Parametros: ¢ Funcidn de cuantia:

o Binomial B(n;p). o n=5 o PE=x)= (2) pX Qi
e Variable que modeliza: o p=0,5

o &= “Numero de personas que o q=0,5

prefieren la marca A ¢ Distribucién de la V.A.

o £-B(5,0'5)

a) ;Qué probabilidad existe de que, entre 5 personas seleccionadas al azar, no mds de 1 tengan
preferencia por la marca A?

PE<1 =[PE=0)+PE=1)]=

((5))-0,50-0,55—0+(i)-0,51-0,55—1 —1-1-0554+5-05-0,5% = 0,1875

b) ;Qué probabilidad hay de que las 5 personas prefieran la marca B?

P(E=0) = ((5)) .0,5%-0,5>7% = 0,0313



La proporcion de alumnos de la Universidad con calificacion media de sobresaliente
es de 0,005% La calificacion de un alumno es independiente de la del resto ;Qué
probabilidad hay de que, de 5000 alumnos elegidos al azar, 2 tengan esa calificacion
media?

¢ Tipo de experimento: e Parametros: ¢ Funcidn de cuantia:
o Binomial B(n;p)*. o n=5000 —A X
(n;p) 5 P(E=X)=e|
e Variable que modeliza: o p=0,005%=0,00005 X
o &= “Numero de alumnos con o q=0,99995
sobresaliente”

e Distribucion de la V.A.
o &-B(5,05) -
o &—- Po(0,25)

e”%22.(0,25)*
PE=2) = 51 =0,0243




Una empresa de transporte tiene una flota de 5 autobuses que prestan servicio
diariamente. Sabiendo que el miimero de servicios cancelados en un dia es una
variable aleatoria que se distribuye segin una distribucion de Poisson con
esperanza matemadtica 1:

¢ Tipo de experimento: e Parametros: ¢ Funcidn de cuantia:
o Poisson Po(A). o n=5 -ApX
@) o PE=x) =
e Variable que modeliza: o A=1 x
o &= “Numero de servicios ¢ Distribucion de la VA.
cancelados o £ - Po(1)

a) ;Qué probabilidad hay de que en un dia no se preste ningin servicio?
-1, 1 5

e
P(§=5) = ——=0,0031

b) Sabiendo que el niimero de servicios cancelados en un dia es independiente en los 7 dias de una
semana, ;qué probabilidad hay de que en una semana ocurran mds de dos cancelaciones?

n— “numero de cancelaciones en una semana”
PM>2)=1-PM<2)=1-[PM=0+P=1+PMn=2)| =

e 7.70 e7.71 e77.72
L= =y T 09704 5




Nl £/ nimero de clientes que entra en una sucursal de un banco en un minuto puede

o~

representarse mediante una variable aleatoria distribuida segun una distribucion
de Poisson. La entrada de un cliente a la sucursal es independiente del

comportamiento del resto de clientes. Si el promedio de clientes es de 135 por hora:

¢ Tipo de experimento:
o Poisson Po(R).
e Variable que modeliza:

o &= "“Numero de clientes que entran
en un minuto”

¢ Parametros:
o A=(135 clientes) /hora=
=(2,25 clientes) /minuto
¢ Distribucion de la V.A.
o & — Po(2,25)

¢ Funcidon de cuantia:

e~ A X

x!

o PE=x) =

a) ;Qué probabilidad hay de que entren al menos 2 clientes en un minuto?

PE=22)=1-PE<1D=1-[PE=0)+PE=1)] =

e—2.25 . (2,25)0 e—2.25 . (2,25)1

= 1-

b) Sabiendo que el niimero de servicios cancelados en un dia es independiente en los 7 dias de una

1!

= 0,6575

semana, ;qué probabilidad hay de que en una semana ocurran mds de dos cancelaciones?

PE=0) =

e—2.25 . (225)0
0!

= 0,1053




Supongase que en un tramo de una carretera muy transitada ocurren de manera
aleatoria e independiente, de media, 2 accidentes por semana. ;Cudl serd la
probabilidad de que haya un accidente una semana y 3 en la siguiente?

¢ Tipo de experimento: e Parametros: ¢ Funcion de cuantia:
Poisson Po(Q). A=2 —A )X
i *) i o P(sz)zexl}\
e Variable que modeliza: ¢ Distribucion de la VA. '
o & = “Numero de accidentes en la o & — Po(2)
semana uno o &, - Po(2)
o &= “Numero de accidentes en la
semana dos”
P(S; nS,) =P(Sy) - P(Sy)
P&, =1Nn%§ =3)=PE =1)- P& =3)
e~2.21
- P(§ =1) =====102707
e—2.23
> P(;, =3) = = 0,1804

31

P, =1n% =3) =P =1)-P(§, = 3) = 0,2707 - 0,1804 = 0,0488




La produccion de un determinado bien por parte de una empresa depende de sus dos factorias. La

primera de ellas (A), que fabrica el 60% de la produccion de la empresa, tiene un promedio diario de

elaboracion de unidades defectuosas de 5. La segunda (B), por su parte, tiene un promedio diario de
elaboracion de unidades defectuosas de 2. Los procesos de fabricacion de ambas factorias, asi como

la elaboracion de unidades defectuosas, son independientes. Si llega al almacén la produccion del dia
de una de las factorias, y en dicha produccion detectamos la existencia de 3 unidades defectuosas,
/qué probabilidad existe de que se trate de lIa produccion de la factoria A?

¢ Tipo de experimento:
o Poisson Po(A).
e Variable que modeliza:

o &p = “Numero de unidades defectuosas en un dia
en factoria A”

o &g = “Numero de unidades defectuosas en un dia
en factoria B”

¢ Parametros: ¢ Funcién de cuantia:
o M=5
o Ag=2

¢ Distribucion de la V.A.
o &4 = Po(5)

o &g = Po(2)

e AX

x!

o PE=x) =

P(Factoria A| 3 defectuosas) =

P(3 Def| Factoria A) - P(Factoria A)

P(3 Def| Factoria B) - P(Factoria B) + P(3 Def| Factoria A) - P(Factoria A)

Defectuosa e~5.53
Factoria A (?) - P(EA = 3) - 30 = 0,1403
(0.,6) No defectuosa
(?)
Factoria B (?) - P(EB = 3) = 31 = 0;1804
(0,4) No defectuosa
(?)
0,1403-0,6
= 0,5385 8

~ 0140306 +01804-04




La produccion de un determinado producto por parte de una empresa depende de sus dos factorias.

La primera de ellas (A) tiene una probabilidad de fabricar una unidad defectuosa estimada en 0,005,

mientras que la segunda (B) tiene una probabilidad de que una unidad sea defectuosa de 0,002,
siendo independientes los procesos de fabricacion en ambas factorias. Las producciones diarias de

cada factoria son 80 y 90 unidades, respectivamente. Si en una de las factorias, al iniciar la
produccion diaria, se produce la unidad nimero 11 como primera defectuosa, ;qué probabilidad
existe de que dicha unidad defectuosa provenga de la factoria A?

¢ Tipo de experimento:
o Binomial Negativa BN(1;p), Geométrica G(p).
e Variable que modeliza:

o &y = “Numero de unidades vilidas (fracasos) antes de
la primera defectuosa (éxito) en un dia en factoria A”

o &g = “Numero de unidades vdlidas (fracasos) antes de
la primera defectuosa (éxito) en un dia en factoria B”

¢ Parametros:
o py=0,005
o pp=0,002

e Distribucién de la V.A.

o £, > G(0,005)
o &5 - G(0,002)

¢ Funcién de cuantia:

o PE=x)=(*"T"")-p'- ¢

P(Factoria A|112 Def) =

P(112 Def| Factoria A) - P(Factoria A)

112 Defectuosa (?)

Factoria A
(®%470)

\
-

~  P(112 Def A) = P(§4 = 10) = (10 +1(1) -
] 10+1—
osswan | P12 Def B) = P(g5 = 10) = (101
FactoriaB
0,0047 - S
- 170 = 0,6831
80 90 =

0,0047 - == + 0,0020 - =4

170

170

P(112 Def| Factoria B) - P(Factoria B) + P(112 Def| Factoria A) - P(Factoria A) =

) -(0,995)1°. (0,005)* = 0,0047

) -(0,998)1° - (0,002)* = 0,0020




m En una empresa se dispone de un sistema de control de calidad del producto
manufacturado. El producto se clasifica, en dicho control, en defectuoso o no-defectuoso,
siendo el estado de las unidades producidas independiente unas de otras. Sabiendo que
la probabilidad de que una unidad de producto sea defectuosa es del 7%; ;qué
probabilidad hay de que la décima unidad controlada sea la tercera defectuosa?

¢ Tipo de experimento: e Parametros: ¢ Funcién de cuantia:
o Binomial Negativa BN(r;p). o r=3 N -
_ . o PE=x)=("T")p"-q*
e Variable que modeliza: o p=0,07

o &= “Numero de unidades validas (fracasos) o =093
antes de la tercera defectuosa (éxito)”. ¢ Distribucién de la VA.

o & BN(3;0'07)

P(E=7) = (7 + 3 - 1) . (0,07)3- (0,93)7= 0,0074

10



Un fabricante de automoviles planea adquirir 40 motores de un proveedor. Para hacer
efectiva la adquisicion se seleccionan 8 motores al azar. Se efectuard la compra si
ninguno de esos 8 motores estd defectuoso. Si el lote de 40 motores contiene 2
defectuosos, ;qué probabilidad hay de realizar la compra?

¢ Tipo de experimento: e Parametros: ¢ Funcién de cuantia:
o Hipergeométrica H(N;n; p). o N=40 (Nl) (N_Nl)
e Variable que modeliza: o n=8 o P(§ =x) = 71—~
UNT.2 o N1:2 (n)
o &= “Numero de motores defectuosos en la N, 2

o p= 7—4—0=0,05

e Distribuciéon de la VA.
o & - H(40;8; 0'05)

muestra seleccionada”.

((2)) ' (388) — 0.6359

3)

PE=0) =

11



Ej. il Se tienen 6 cajas que contienen, cada una, doce tuercas. En una de las cajas (tipo A), hay 8 tuercas
utilizables y 4 defectuosas. En dos cajas (tipo B), hay 6 tuercas utilizables y 6 defectuosas. En el
resto de cajas (tipo C), hay 4 tuercas utilizables y 8 defectuosas. Se elige una caja al azar y de ella
se extraen 3 tuercas sin reemplazamiento. Se obtienen 2 tuercas iitiles y una defectuosa. ;Qué
probabilidad hay de que hayamos extraido las tuercas de una caja del tipo B?

¢ Tipo de experimento: e Parimetros: ¢ Funcidén de cuantia:
o Hipergeométrica H(N;n; p). > TipoA(lcaja) > TipoB(2cajas) » TipoC (3 cajas) (M) (VM)
= N.=12 = \n-
e Variable que modeliza: oN,=12 ° 8 oNc=12 o P(§ =x) =—F—751+=
on=3 on=3 on=3 (n)

o &y = “Numero de tuercas validas oNx;=8 oNg;=6 oNc =4

de Ia caja del tipo A op=21-2_06667 op="£l="=0,5 op="c=%-03333

s . Ny 12 Np 12 Nc 12

o &g = “Numero de tuercas validas

de la caja del tipo B”.
o & = “Numero de tuercas validas |® DistribuciéndelaV.A.

de la caja del tipo C”. o0& —> H(12;3;0'6667)0 & —» H(12;3;0'5) o0& — H(12;4;0333)

) P(2Val|Caja B) - P(Caja B)
P(2Val|Caja B) = . - . . - -
P(2Val|Caja A) - P(Caja A) + P(2 Val|Caja B) - P(Caja B) + P(2 Val|Caja C) - P(Caja C)
8\ /4
Dos tuercas vélidas (2) ' (1)
?) - P(§4=2)= (12) = 0,509
3
2
Dos tuercas vélidas <g) ) (?) _ 0’409 . 6 _
() - P(§5=2) = v 0,409 = 1 5 3= 0,4128
\ ) 0,509 - ¢ +0,409- £+ 0,218 - ¢
3

| ~ () ()
Dos tuercas validas N P(EC=2) — 2 1 — 0,218

(?) 12)
3 12




iMuchas gracias!
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NN La concentracion de cierto compuesto quimico en el agua de un rio se encuentra
distribuida de manera uniforme en el intervalo de 4 a 20 partes por millon. Si se
considera toxica una concentracion igual o superior a 15 partes por millon, ;cudl es
la probabilidad de que al analizarse una muestra de agua dé como resultado que esta

o~

no es potable?
e Variable que modeliza: e Parametros: e Distribuciondela V.A. | ¢ Funcién de densidad:
o &= "“Concentracion de o a=+4% o &—-U(420) o f(x)= 1
contaminante en el agua” o b=20 b-a
20 20
P =15 =f -dx = -jdx=
(§=15) s 20— 4 20 — 4

1 5
—_— . 20:—. —_— —_ —
= — [} = =+ [20— 15] = = = 03125




INWA Una fibrica produce velas de cera cuyas duraciones encendidas (en horas) siguen

una distribucion exponencial de pardmetro q = 1/4. Se escoge una vela de las
producidas al azar y se enciende. ;Cudl es la probabilidad de que permanezca mas de

5 horas encendida?

=
o
&

¢ Variable que modeliza: e Parametros: ¢ Distribuciéndela V.AA. | ¢ Funcién de densidad:
o &= “Horas de duracién de la o q=1/4 o E— Exp (l) o f(x) = qe
vela” *
(0 0) (0 0) (00)
P(¢ >5) f _lxd f = _lxd . J l’“d L1 [ -1xl°°
= —e 47dx = —e 4dx = — e 4dx =—+——-]e 4 =
4 4 4 1 >
5 5 5 4




Una fdbrica produce piezas cuyos didmetros se distribuyen en probabilidad segun un
modelo N(5 ; 0,001). Para que una pieza sirva, el didmetro debe estar comprendido
entre 4,998 cm. y 5,002 cm. Si es menor se desecha, si es superior se recicla

[
L

e Variable que modeliza: ¢ Parametros: ¢ Distribucidn de la V.A.
o &="“Cm de diametro de una pieza” O R=5 o &€—- N(5;0,001)
o o=0,001

a) ;Qué porcentaje de piezas probablemente servird?
4998—-5 ¢&¢-5 5002-5
< <
0,001 ~ 0,001 — 0,001
=1-P(*"=22)—P(*=22)=1-0,0228-0,0228 = 0,9544 = 95,44%

P(4,998 < £ < 5,002) = P( ) —P(—2<&"<2) =

b) ; Qué porcentaje probablemente serd desechado?
§—5 < 4,998 — 5
0,001 0,001

P(¢ < 4,998) = P( ) = P(§* < —2) = P(¢* > 2) = 0,0228 = 2,28%

c¢) ;Qué porcentaje probablemente serd reciclado?

§-5_5002-5
0,001~ 0,001

P(§ > 5,002) = P( ) = P(&* > 2) = 0,0228 = 2,28%



NN La demanda mensual de cierto producto sigue una distribucion de probabilidad
N(200:40). Si el almacén no se repone a lo largo del mes, ;qué cantidad minima de

existencias debe permanecer en stock al principio de mes para que la probabilidad
de agotar las existencias sea 0,025?

[~
R,

e Variable que modeliza: e Parametros: ¢ Distribucién de la V.A.
o &= “Cmde didmetro de una pieza” o= igo o &— N(200;40)
0 0=

P(¢ > x) = 0,025

Tipificamos:
p E—ZOO>x—200 _p *>x—200 0025
40 T 40 _5—40 -
Hacemos la conversion:
x—200 196
40
Despejando:

x =196-40+ 200 = 278,4




La duracion en horas de un tipo de baterias recargables sigue una distribucion de
probabilidad N(240;10). Si elegimos dos baterias independientemente y al azar, ;qué
probabilidad hay de que la duracion conjunta de ambas baterias sea inferior a 490
horas?

[N -
&

e Variable que modeliza: e Parametros: e Distribucién de la V.A.
o & = “Duracion en horas de la bateria 1” o u=240 o & — N(240;10)
o &, = “Duracion en horas de la bateria 2” oo=10 o & — N(240;10)

n =&, + &, = "duraciéon conjunta de ambas baterias”

n—N (240 +240;./102 + 102) — N(480;14,14)

14,14 14,14
Pm*<071)=1-P(n*=0,71) =1-0,2389 = 0,7611

n—480 490 — 480
P(n < 490) = P < =



Sea &, con distribucion N(40;9) el niimero de viajeros que salen de Madrid en el AVE de
las 7:15 h. Sea &, con distribucion N(30:12) el nimero de viajeros que se bajan en Ciudad
Real. Sea &, con distribucion N(100;20) el numero de viajeros que suben en Ciudad Real
con destino a Puertollano. Suponiendo que las tres variables son independientes entre si,

/qué probabilidad hay de que el numero de viajeros que parten desde Ciudad Real a
Puertollano sea menor que 70?

e Variable que modeliza: ¢ Distribucidn de la V.A.
o & = “Numero de viajeros que salen de Madrid a las 7:15". o & — N(40;9)
o &= “Numero de viajeros que bajan en Ciudad Real”. o &, » N(30;12)
o &3=“Numero de viajeros que suben en Ciudad Real con destino Puertollano”. o & — N(100;20)

n =& — & + &3 = "numero final de viajeros”

n - N (40 — 30 + 100;/92 + 122 + 202 ) = N(110; 25)

n—110 70— 110
P(1<70)=P|~———<——c— | =P"<~16) = P(n" > 16) = 0,0548




La duracion en horas de un tipo de baterias recargables sigue una distribucion de
probabilidad N(240:10). Si elegimos dos baterias independientemente y al azar, ;qué

probabilidad hay de que la duracion conjunta de ambas baterias sea inferior a 490 horas?

e Variable que modeliza:
o &4= “Renta anual de la poblacién de la region A" o &, > N(175;10)
o &= “Renta anual de la poblacién de la regién B”. o &g » N(170;10)

e Distribucion de la V.A.

a) Si se elige al azar un individuo de la region A, ;qué probabilidad hay de que su renta sea inferiora 164?

P(&, < 164) = P(

§4=175 164175
10 10

) = P(&; < —1,1) = P(§; > 1,1) = 0,1357

b) Si se elige al azar un individuo del pais, ;qué probabilidad hay de que su renta sea inferior a 164?

Regién A
(0,75)

Region B
(0,25)

Renta menor a 164
(0,1357)

Renta menor a 164

(?)

§p — 170 _ 164 —170

10 10 ) = P(§3 < —0,6) = P(§3 > 0,6) = 0,2743

P(&5 < 164) = P<

P(Ren < 164) =

P(Region A) - P(Ren < 164 | Region A) + P(Region B) - P(Ren < 164 | Regioén B)

=0,75-0,1357+0,25-0,2743 = 0,1703

c) Si la renta de un individuo del pais es inferior a 164, ;qué probabilidad existe de que se trate de un
individuo de la region A?

P(Region A| Ren < 164) =

P(Ren < 164 | Regién A) - P(Region A)

P(Ren < 164 | Region A) - P(Region A) + P(Ren < 164 | Region B) - P(Regioén B) -

0,1357-0,75

P(Region A| Renta < 164) = = 0,5974 8

0,75-0,1357 + 0,25-0,2743



iMuchas gracias!
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Una mdquina tiene una fiabilidad para fabricar un determinado tipo de pieza del
92%. ;Cudl serd la probabilidad de que la mdquina fabrique mds de 90 piezas

’ correctamente de entre un total de 100?

e Variable aleatoria: e Parametros:
o a=4

o b=20

o &= "Concentracion de contaminante en el agua”

e Aproximacion:

d
Como n>100, — B(100;0,92)— N(lOO -0,92;4/100-0,92 - 0,08)= (92;2,7129)

P(E>90) = pot 5 02
$ 0 \2,7129 7 2,7129

=1—-P(*=>0,7372) =1—-0,2296 = 0,7704

) = P(¢* > —0,7372) =



INWA La duracion en horas de unas baterias recargables tiene una distribucion N(240;10).
Si elegimos 100 baterias independientemente y al azar, ;qué probabilidad hay de que

‘ mas de 80 de ellas duren menos de 250 horas?

¢ Variable aleatoria: e Parametros:
« s 7 Y] i — 24‘0
o &= “Duracién en horas de una bateria i ° W
o 0; = 10

Probabilidad de que una de estas baterias dure menos de 250 horas:

§i =240 _ 250 — 240

) =P <1)=1-P(§ =21)=1-0,1587 = 0,8413
n = "Numero de baterias con duraciéon menor a 250 horas" =&, + &, + -+ + &, — B(100;0,8413)

e Aproximacion:

d
¢ — B(100;0,8413) = N (100 - 0,8413; \/100 -0,8413 - (1 — 0,8413)) = N(84,13; 3,6540)

& — 84,13 S 80 — 84,13
3,6540 3,6540

=1-P(*>1,1303) =1-0,1292 = 0,8708

P(§ > 80) = p( ) =P(&* > —-1,1303) =



INMRN £n una fibrica se sabe que la probabilidad de que salgan X articulos defectuosos en
un dia concreto es Po(4), siendo independiente el nimero de articulos defectuosos

en un dia respecto al de cualquier otro dia. ;Cudl serd la probabilidad de que en 100
dias el niimero total de articulos defectuosos sea menor que 410?

[
L

¢ Variable aleatoria: e Parametros:
o &= “Numero de articulos defectuosos en el dia j” o A=4

n—->Poyy +A,++A,)=n—->Po(4+4+4+:-+4) =1 - Po(100-4) = Po(400)
e Aproximacion:

d
Como n=100, — Po(400)— N(100 - 4;/100 - 4)= (400; 20)

n—410 410 — 400
P(n <410) = P(—o—<—; =P(n* <0,5) =

=1-P(n*=05)=1-0,3085=0,6915



Una cadena hotelera posee un hotel en una determinada localidad costera. Por
experiencia, los directivos saben que el 60% de las reservas realizadas con al menos seis

meses de antelacion relativas a la ocupacion de las habitaciones durante el mes de junio
son confirmadas, mientras que el 40% restante acaban anulindose siendo las
confirmaciones independientes unas de otras. En esta ocasion, las reservas realizadas con
al menos 6 meses de antelacion ascienden a 216. ;Qué probabilidad hay de que, en total,

se confirmen al menos 140 reservas de entre todas esas?

e Variable aleatoria: e Parametros:

o &= "“Numero de confirmaciones correspondientes a las o p=0,60

reservas realizadas con al menos 6 meses de antelacion” o q=040
o n=216

e Aproximacion:

d
Como n=>100, — B(216;0,60)— N(216 -0,60;+/216 - 0,60 - 0,40)= (129,6;7,2)

§—129,6 140 —129,6
P(§ =140) =P 75 = 75 = P(&* > 1,44) = 0,0749




iMuchas gracias!
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MATERIAL ADICIONAL

BLOQUE PRACTICO

En este apartado encontrards recursos adicionales como las tablas y los principales estadisticos
utilizados y sus distribuciones.

AREA DE ESTADISTICA EMPRESARIAL. DEPARTAMENTO DE ECONOMIA
APLICADA |I. FACULTAD DE DERECHO Y CCSS DE CIUDAD REAL
(UCLM).




DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR N(0;1)

P(¢>2))

Z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,5 0,06 0,07 0,08 0,09

0,5000 0,4960 0,4920 0,4880 0,4840 0,4801 04761 0,4721 0,4681 0,4641
0,1 0,4602 0,4562 0,4522 0,4483 0,4443 0,4404 04364 0,4325 0,4286 0,4247
0,2 0,4207 0,4168 0,4129 0,4090 0,4052 0,4013 0,3974 0,3936 0,3897 0,3859
0,3 0,3821 0,3783 0,3745 0,3707 0,366S 0,3632 0,3594 0,3557 0,3520 0,3483
0,4 0,3446 0,3409 0,3372 0,3336 0,3300 0,3264 0,3228 0,3192 0,3156 0,3121

0,5 0,3085 0,3050 0,3015 0,2981 0,2946 0,2912 0,2877 0,2843 0,2810 0,2776
0,6 0,2743 0,2709 0,2676 0,2643 0,2611 0,2578 0,2546 0,2514 0,2483 0,2451
0,7 0,2420 0,2389 0,2358 0,2327 0,2296 0,2266 0,2236 0,2206 0,2177 0,2148
0,8 0,2119 10,2090 0,2061 0,2033 0,2005 0,1977 0,1949 0,1922 0,1894 0,1867
0,9 0,1841 0,1814 0,1788 0,1762 0,1736 0,1711 0,1685 0,1660 0,1635 0,1611

1,0 0,1587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,146S 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379
11 0,1357 0,1335 0,1314 0,1292 0,1271 0,1251 0,1230 0,1210 0,1190 0,1170
1,2 0,1151 0,1131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 ' 0,1003 0,0985
13 0,0968 0,0951 0,0934 0,0918 0,0901 0,0885 0,086S 0,0853 0,0838 0,0823
14 0,0808 0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0721 0,0708 0,0694 0,0681

15 0,0668 0,0655 0,0643 0,0630 0,0618 0,0606 0,0594 0,0582 0,0571 0,0559
1,6 0,0548 10,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0465 0,0455
1,7 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0401 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367
18 0,0359 0,0351 0,0344 0,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294
1,9 0,0287 0,0281 ' 0,0274 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233

2,0 0,0228 0,0222 0,0217 0,0212 0,0207 0,0202 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183
2,1 0,0179 0,0174 0,0170 0,0166 0,0162 0,0158 0,0154 0,0150 0,0146 0,0143
2,2 0,0139 0,0136 0,0132 0,0129 0,0125 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110
2,3 0,0107 0,0104 0,0102 0,0099 0,0096 0,0094 0,0091 0,0089 0,0087 0,0084
P 0,0082 0,0080 0,0078 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0068 0,0066 0,0064

2,5 0,0062 0,0060 0,0059 0,0057 0,0055 0,0054 0,0052 0,0051 0,004S 0,0048
P 0,0047 0,0045 0,0044 0,0043 0,0041 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036
2,7 0,0035 0,0034 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026
2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022 0,0021 0,0021 0,0020 0,0019
29 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014
3,0 0,0013 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010



Distribucion

PRINCIPALES MODELOS DE PROBABILIDAD

Parametros

Media

Varianza

Funcién cuantia / densidad

B(1;p) PE=x)=p* q'™* * p: probabilidad de obtener el resultado de éxito. p p-q
1 01 * q: probabilidad de obtener el resultado de fracaso.
q=1=-p;x=0;
B(n;p) PE=x)= (n) L p¥ gt * n: nimero de veces que se repite el experimento. n-p n-p-q
o * p: probabilidad de obtener el resultado de éxito.
q=1-p;x=0,1,23, .. + g: probabilidad de obtener el resultado de fracaso.
Po(4) e hax * A: orden de la distribucién. 1 = n - p. A A
P(E=x) ="
A>0,x=0,1,2 3, ..
BN(r;p) P(E=x) = (x+r—1) T g * r: nimero de éxitos que se han de dar. I . iz
* * p: probabilidad de obtener el resultado de éxito. p p
x=0,1,23, .. * q: probabilidad de obtener el resultado de fracaso.
H(N;n;p) (N1)_(N—N1) e N: nimero de elementos de la muestra. n-p nop- _N —-n
P(é=x)=-% (N"_x * n: nimero de elementos de la muestra extraidos. P 9N
* p = ¢ proporcion de elementos tipo A en la muestra.
n Ny i6n de el . |
x=0,123, ..,n
U(a; b) Fx) = 1 * a: extremo inferior del campo de variacion de la variable €. a+b (b — a)?
-a * b: extremo superior del campo de variacion de la variable €. 2 12
a<x<bh
Exp(q) f(x) = qge™* * g: parametro caracteristico de la funcién de densidad de la variable . l i
2
x>0,9=0 q q
N(u; o) 1 (x—#z)z * u: media 0 esperanza matematica de la variable €. U o?
fx) = o2 e 2 * 0: desviacion tipica de la variable €.
—oo < x < oo

m3 = az — 3a,a, + 2a3

m, = a, — 4aza, + 6aza? — 3a}
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